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HAUPTAUFSÄTZE 


Potentialströmung in Kreiselrädern und Schaufelgittern. 
Von E. Weinel ın Göttingen. 


n neuester Zeit ist von verschiedenen Seiten der Versuch gemacht worden, die Methoden 
En Integralgleichungen zur Beschreibung von ebenen Potentialströmungen in Schaufel- 
eittern heranzuziehen. 

Spannhake und Barth') haben in dieser Richtung einen ersten Schritt unternommen, 
zunächst allerdings nur in der Absicht, die in vorangehenden Arbeiten?) verwendete konforme 


n 


Abbildung 2° YÜ gewisser Schwierigkeiten wegen zu vermeiden. Ihr Verfahren erfordert 


jedoch sehr große unübersichtliche Rechenarbeit, die wesentlich dadurch bedingt ist, daß die 


Strömung mathematisch als zweite Randwertaufgabe der Potentialtheorie behandelt wird, 
wobei die Randwerte gegen konforme Transformationen nicht invarlant sind. 

Weitergehend hat F. Weinig*) ein Verfahren ausgearbeitet, dessen wesentliches Merkmal 
darin besteht, daß die Potentiale direkt durch Wirbelbelegungen auf den Schaufelkonturen 
dargestellt werden, und daß nach Ermittlung einer Teilströmung (Schaufelzirkulationsströmung) 
die konforme Abbildung des Gitters auf einen Kreis punktweise hergestellt wird. Den Mittel- 
punkt der Methode bildet die numerische Behandlung einer ‚Integralgleichung der ersten 
Art. Das von Weinig hierzu vorgeschlagene Extrapolationsverfahren vermag jedoch nicht 
in befriedigender Weise über die grundsätzlichen Schwierigkeiten hinwegzuhelfen, die der 
numerischen Lösung solcher Gleichungen im Wege stehen. Zudem treten die Singularitäten 
in den Schaufelspitzen recht störend in Erscheinung. Noch bedenklicher aber ist die Heran- 
ziehung der punktweisen Abbildung auf den Kreis. Hierdurch ergeben sich praktisch wieder 


genau dieselben Schwierigkeiten wie bei Anwendung der n . Abbildung: Die Punkte in Um- 
gebung der einen Schaufelspitze werden nämlich in solch außerordentlich starker Verzerrung 
auf das konforme Bild übertragen, daß ein sicherer Aufschluß über die Vorgänge an den 
Schaufelspitzen nur mit einem ungewöhnlichen Aufwand an Sorgfalt gewonnen werden kann. 

Ausgehend von der ersten Randwertaufgabe in mehrfach zusammenhängenden Bereichen’) 
hat der Verfasser ein Integralgleichungsverfahren’) angegeben, das die Strömung im n-schauf- 
ligen Gitter auf die Strömung im Außenraum einer einzelnen Schaufel gleicher Form jedoch 

I, Spannhake und Barth. Diese Zs. 1920, H. 6. 

2) Vgl. die ausführlichen Literaturhinweise in der unter !) zitierten Arbeit. 

3) Weinig. Diese Zs. 1930, H. >. 


1), E. Weinel. Diese Zs. 1930, H. 6. 
5), E. Weinel, Zur Hydrodynamik der idealisierten Kreiselradströmung (Karlsruher Dissertation) 1932. 
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mit veränderten Randbedingungen zurückführt. In Verbindung mit einer konformen Abbildung 


wird für dieses Problem eine Integralgleichung zweiter Art aufgestellt. Anwendung auf 


zahlenmäßige Beispiele zeigte jedoch, daß auch dies Verfahren noch nicht allen Anforderungen 
genügt, die an eine praktisch brauchbare Methode zu stellen sind. Dieser Umstand gab An- 
laß zu weiteren Untersuchungen, deren Ziel es war, unter Aufrechterhaltung des grundlegenden 
(sedankens unabhängig von einer speziellen Schaufelform die Einzelheiten des Verfahrens 
mehr der Eigenart der veränderten Randbedingungen anzupassen und so die notwendigen 
Zahlenrechnungen zu vereinfachen. Da, wie bereits gesagt, die Strömung im Gitter auf die 
Strömung um eine einzige Schaufel gleicher Form jedoch mit anderen Randbedingungen zurück- 
eeführt wird, bestand im wesentlichen die Aufgabe, die vielgestaltigen Methoden, die für 


Strömungen um einen einzelnen Zylinder entwickelt worden sind unter einem einheitlichen 
Gesichtspunkt zusammengefaßt —, hinsichtlich ihrer Anwendungsfähigkeit auf die speziellen 


Randbedingungen zu vergleichen. Durch Auswahl der geeigneten Methoden gelangt man 
dann zu den verhältnismäßig einfachen Integralgleichungen, «die in vorliegender Arbeit 
mitgeteilt sind. 


I. Problemstellung. 


Eine gewisse Klasse von Kreiselrädern 
ist dadurch ausgezeichnet, daß die Schauflung 
zwischen nahezu parallelen Kränzen unter- 
gebracht ist. (Abb. 1.) 

Um die Strömung in einem solchen Rade 
der Rechnung zugänglich zu machen, ersetzt 
man das ab- oder zuführende Saugrohr durch 
einen Quellfaden und die Wirkung eines vor 
dem Rade befindlichen Leitapparates durch 
einen Potentialwirbel in der Drehachse. 
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Indem man noch die zu- bzw. abführende 
Spirale und einen evtl. noch vorhandenen 
äußeren Leitapparat unendlich weit abgerückt 
denkt, vereinfacht man den ganzen Strömungs- 
vorgang zu einem rein zweidimensionalen. 
Die reibungsfreie Absolutströmung ist relativ 
RA1eTZi] zum rotierenden Rade stationär und besitzt 

aa 4 lie komplexe Strömungsfunktion 





Fiz) Pia, ti Ver, y) en : ‚ WO |: 
Die Komponenten der Geschwindigkeit ergeben sich aus: 


._ _dF 2 
x J dz . 


Die Randbedingungen für die vereinfachte Kreiselradströmung sind die folgenden: 


I. In der Drehachse z2=0 verhält sich die Strömungsfunktion wie eine Wirbelquelle 
il 
Fe) >75 7 Sei ee 34 
> „T 
_—>() - 


worin Q die das Rad durehströmende Wassermenge und 7’ den Eintrittsdrall angibt. 
>. An den Schaufeln ıst 


(!) 


P()=—r? (8), (s)=ir’(s)- WS): » : 2 20202 ..(8b), 


.) 


wenn o die Winkelgeschwindigkeit des rotierenden Rades bedeutet; s ist die Bogenlänge 
remessen auf den Schaufelkonturen. 


3. In z=x verhält sich F(z) zunächst wie eine Wirbelsenke von der Intensität (9- i/). 
Besteht aber noch um jede Schaufel eine Zirkulation 7), und eine solche Zirkulation ist 
maßgebend für das vom Rade übertragene Drehmoment —, so kommt in z= x ein Potential- 
wirbel von der Intensität n I, hinzu. 
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Nach dem Vorgang früherer Arbeiten zerlegen wir die komplexe Strömungsfunktion in 
vier lineare Anteile 


F(2)=F,(2)+F,(2)+F,(2)+ F', (2), 


deren Verhalten aus nachstehender Tabelle hervorgeht: 














EEE Komplexe Randbedingungen bzw. analytisches Verhalten 
Strömunesanteile Potential an den 
E . \)rehachse N a -- 
in der Drehachs« Schaunfein in 2 c 
„Durehtluß- 
strömung” 
J QJ Q 
I. Quellanteil F, — 9, +iP, IF, > — Inz (Quelle) P,(s)=0 | F,> ‚ Inz (Senke) 
on In rt 
II. Zirkulations- i I I *. % A 
antat] F, ) P,+-iV,] F,> ‚..Inz (Wirbel) P,(s)=0 |F,>- ‚Inz (Wirbel) 
antel a e ri . 5 Iri 
Ill. Schaufel- #“ nl 
x Ay | + ‚(BD "3" ir ını ( .\ A N - 3 * N 
zirkulation F; on P ip, reguläı P,(s 0 I,» 7; (Wirbel) 
IV...Verdränzungs-| „, OR 2 
strömung” F, > [94 ir, regulär P,($)=r? (8) reeulär 


Um die Singularitäten in der Drehachse bzw. ım Unendliehen zum Ausdruck zu bringen, 
schreiben wir 





f. 3 +f,(2)]) : : (4), 


() R. # 

F —- [Inz-+f, (z) FF klnz+f, (2) Ar 
) > +: 2 5,1 f: ( | 3 Im 
worin f„ (2) (vr =1,2,3) nun im ganzen durchströmten Gebiet reguläre Funktionen sind. Ein 
analvtischer Ausdruck für die Funktion f.(z), die in z=x einen Wirbel von der Stärke — 2n a 
haben muß, wird später angegeben werden (s. S. 75). Setzt man der Form wegen noch 


ie ı 1 \ E n e ; ni. 
F (2) = , f, (2), so unterliegen die 4 regulären Funktionen f,(2)= 9, te W+iy,(ay)(e=1,2,3,4) 
an den » Schaufelkonturen folgenden Randbedingungen 

v,(s)= d(8); w,(s)=inr(e); yle)=— yeld); v,=rl) : . : .» 2.6), 


wobei 9 (s) sich aus 
I 


Inz (s)=Inr(s)+iV(s) 


ergibt. Nach dem Cauchyschen Satz gilt nun 


Nm) 


| e ni dz(s) 
hed=5_; P ly,(s) + iy,.(s)] en re ee 
[7 


Die Integration ist über alle »-Schaufeln im gleichen Sinne zu erstrecken. Die Funktionen 
f, (2) sind also vollständig bestimmt, wenn es gelingt, zu den vorgeschriebenen Randwerten 
y„(s) die zugehörigen Randwerte 9,(s) des Geschwindigkeitspotentials aufzufinden. 

Die Lösung dieser Aufgabe erfolgt auf dem Weg über gewisse Hilfsfunktionen f,* (z), 
wodureh die Strömung im »-schaufligen Gitter auf eine Strömung um eine einzelne Schaufel 
zurückgeführt wird. Mit den f,* ergeben sich dann direkt für die gesuchten Funktionen 
Integralgleichungen der zweiten Art. 


Il. Die Hilfsfunktionen f,” (2) und ihre Randbedingungen. 


Für jedes komplexe Potential f, (2)  =1..4) sind die n-Schaufeln Unstetigkeitstlächen; 
d. h. bei analytischer Fortsetzung der f, in das Innere der Schaufeln trifft man auf gewisse 
Singularitäten. Wegen der Achsensymmetrie der Strömung sind diese Singularitäten an allen 
Schaufeln dieselben, und durch einen einfachen Kunstgriff kann man nun jede Funktion f, 
durch eine zugehörige neue Funktion f,*=g9,"+iy," darstellen, die jetzt nur noch an 
einer einzigen Schaufel jene Unstetigkeiten besitzt. 

Nimmt man nämlich die Vorstellung des Strom- und Potentiallinienbildes der Funktion f, 
zu Hilfe. so kann man sich dieses Bild durch Überlagerung von n kongruenten Elementarbildern 
einer Hilfsfunktion f,* entstanden denken, wobei jedes dieser Elementarbilder gegenüber dem 
vorhergehenden um eine Schaufelteilung verdreht ist. 
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Kın solcher Aufbau läßt sıch auf unendlich vielfathe Weise durchführen, und wir denken 
Ihn uns so vorgenommen, daß f,* an bzw. in der Schaufel 1 die dort vorhandenen Singulari- 
täten aufweist, jedoch ın und an den anderen Schaufeln regulär ist. 

Die Randwerte von f," (2) an der ersten Schaufel seien f,* (s)=f,.,"(s); die Werte in 


den entsprechend liegenden Punkten z=z,(s) (m =2,3...n) der anderen Schaufeln: 
(=1,2,3,4) 


fr )el,m (8) 
) m 
= (nm ie... 


Man sieht sofort, daß dureh die beschriebene Überlageerune der »-Bilder in koneruent 
[7 
liegenden Schaufelpunkten die Funktionswerte ff," (s)-+ Ze f,..» (s) entstehen, die gleich sein 
m 
an der Schaufel 1 


müssen den Randwerten f,(s) der Ausgangsfunktion f 


y y 
7 
u a NE ARZT BLM... 2... eh 
m 2 
Hierin stellt der Realteil 
7 
Yy„i(s) 7 u. 1 BT 0 60 (vr 2.24 . Fr ) Zur re 
ID 2 


Pu 17 


ws) = yp,, (S)-+H Yy,m (8) BELLE u a et 


dureh die Randbedineuneen (5) geereben Ist. 


Wir haben somit unser ursprüngliches Problem auf die Aufgabe zurückgeleitet, im 
Außenraum einer einzelnen Schaufel diejenigen Strömungen f,* zu ermitteln, die die Be- 
dineung (9) erfüllen. Obwohl diese Bedinzeung (9) von den üblichen Randbedineungen der 
Potentialtheorie durchaus verschieden ist, so besteht doch die Mörlichkeit, eine der vielen 
Methoden anzuwenden, die zur Auffindunge von Strömungen ım Außenraum eines einzelnen 
/xylinders entwickelt worden sind. 

Da es sieh bei Kreiselrädern meist um sehr dünne bzw. linienhafte Schaufeln mit zu- 
geschärften Kanten handelt, empfiehlt es sich, die Vorgänge nicht in der Schaufelsternebene 
selbst zu untersuchen, sondern «dureh eine einfache konforme Abbildung in eine Z-Ebene 
überzugehen, wodureh eine Reihe von praktischen und prinzipiellen Schwierigkeiten um- 
eaneen wırd®). 


Schaufel-Unterseite 






2.0) - 1] 070) 








6,10): 21,10) 
X (0): (0) 


@s N, e 
- 0 d) 


Men 
3 I Br X+0) 0,10) 
0,10) SR . £ 
—orayll  VERRNEERENE _ 
Re +b 
(0) / Y/m=? 3 
f XmO)m=23..n) 
/ (0) 
[RA167 22 
Iherseite 
Abb. 2. 
6), Untersuchung der Vorgänge in deı HÜbene würde zu einer Darstellung führen, die mit der Weinieschen 


m 


wesentlich tbereinstimmt. 
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Ill. Die konforme Abbildung. 


Es sei in Abb. 1 A — B das Skelett der Schaufel 1, längs deren die Randwerte y,(s) 
vorgegeben sind. Legt man den Ursprung eines z’-Koordinatensystems in den Mittelpunkt 
der Sehaufelsehne ?a und läßt die reelle Achse mit der Sehne zusammenfallen, so wird durch 
die Joukowskysche Transformation 


) ed ne met u 75, Duos Denen Fire Fee 


- 


-—- 
l 


der Außenraum der Schaufel I auf das Innere eines geschlossenen Bereiches T der Ö-Ebene 
abgebildet”). Dabei gehen die anderen Schaufeln in die entsprechenden Linien im Innern 
über. und auch z2=% erscheint als der innere Punkt ©==0. (Abb. 2.) 


Die Ausführune der konformen Abbildung (10) ist durch elementargeometrische Kon- 
struktionen®) möglich. 

Bei verdiekten Schaufeln (vgl. die gestrichelte Verdiekung in Abb. 1) genügt es meist 
vollständige, nur den Einfluß der Verdiekung an der Schaufel 1 zu berücksichtigen und die 
übrigen Schaufeln in der Z-Ebene dureh ihre Skelette zu ersetzen. 


IV. Darstellung der Potentiale f,* in der [-Ebene. 


Für die Funktion f,*=f,*(z) gilt in der Z-Ebene nach dem Cauchyschen Satz (Inte- 
oeration entzezen dem Uhrzeigersinn!): 


dc | en . & (m dir) | RR 
J; | N ma N / Y,1 Ü ( 7 ' Ü 
r 


worin tr die Boeenlänee auf T bedeutet. 


Ist nun f,“* =f,"* (£) eine Funktion, die im ganzen Außenraum des Bereiches einschheß- 
lich [= x regulär ist, so ist nach einem gleichfalls von Cauchy stammenden Satz 


Fre d-(m 
Dr, Ur - ( 


N 


eonst = a, -iß, = 
) i } ] .) . 
I ai 


Dureh Addition der beiden Gleichuneen ereibt sieh dann im Innern des Bereiches für 
f," (0) die allgemeinere Darstellung 


dm 


v (A) +a,tt?Pp, rei, I, (m) I KT: EA ia 
’ 


M 
Konvergiert hierin Z von innen her gegen einen Randpunkt (0), so gilt 


(it), 


| 5 en | { B ® Ic 
R Br ( Ö ) „ii 71 y 1. N / ® _— Ef, &% ( 0 m Pr (o | x I PB If, % ( T ee 2, ( 7 | D ( J. 
4 2 ni. (rT) (0) 
7 


worin bei der Integration die Stelle r = 6 auszuschließen ist. 


Wir können nunmehr auch die dureh Gl. (7) gegebenen Randwerte der Funktionen 
f,(s)=f,(o) herstellen. Aus Gl. (15) folgt 


6 /“ . x 0 | Br & f 2 d \ (7) - 
Ir (Cm) fr, m (9) 1, ıpyr9„ ;:P IR )+fr UlRra £,n (0) (15) 
und in Verbindune mit Gl. (14) und (15) eeht Gl]. (7) über in 
„ 
1 Ei. 2 | un a er \’ dcs) 
f,()=— na, MIP)t +; P Kııd)+fh"(M] Fa — fl) (16). 
m | 


*) Dureh dieselbe Funktion wird auch die Abbildung auf den Außenraum geleistet. Dies hängt mit der Zwei 


f . h . z . 
wertiekeit der Umkehrfunktion < (2’. ] „2 a?) zusammen. Die Abbildung auf das Innere hat den Vorzug, daß 
a 


alle Vorgänge sieh nun in besehränkter Ebene abspielen. 


“, Barth, Mitt. d. Inst f. Strömmngsmasch. d. T. H. Karlsruhe, H. I, 8. >25. 
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Hierin ıst nun 


[Zi 
ei - - 
a = N {r) mio) a m DEE gi 
m SIT) mio) dir) m | er (17). 
m ] 
Setzt man 
III) Cu (o)] N,.(o. rt) :R„lo,r)- eiFnleor) a © 
In l 
so Ist mit n la, + ip,) (A,„+iB,) 
h()=A,+iB,+ 5 Ih, + Hk] + Pl: + ndalnih,lorT). . . (19). 


Die Funktion R,(o,r) ist durch die Gestalt des Schaufelsterns und seine konforme Ab- 
bildung bekannt. Durch geeignete Annahmen über die Funktion f** gelangt man nun zu ver- 
schiedenen Formen von Integralgleichungen für die Probleme der Gitterströmung. 


V. Aufstellung der Integralgleichungen. 


I. Form. Da f"*(£) ein im Außenraum reguläres Potential sein soll, so dürfen wir im 
alleemeinen am Rande nur die Werte entweder des realen oder imaginären Teiles willkürlich 
vorschreiben. 


So können wir z. B. verlangen, daß 9,"” (0) fy, (o) sei. Dann wird aber nicht gleich- 
zeitig 1," (0) Y'yı (0); denn es würde dies bedeuten, daß im Innern f,**=f,* wäre: 


nun ist aber f,* im Innern regulär, während f,** dort sicher gewisse Singularitäten hat, da 
f,*” außen singularitätenfrei vorausgesetzt wurde. 


Wird dann |f,.,*(o)+f,* (o)]=iu,(0) gesetzt, worin u,„= u,(o) eine reelle Funktion 
ist, so liefert Gl. (19) nach Zerlegung in reellen und imaginären Teil: 


| R 
2 1,(6) 1,16) - Br Dauyind J.lor) H2Bb, 
r 
U), 
| \ 
2 Yy\6o) 2 a y nn Hy r) din u. lo r) 


r 





Da y,(0) dureh die Randbedingungen, ©,(or) und R,(or) durch die Geometrie des Gitters 
bekannt sind, stellt also die erste Gleichung dieses Systems eine Integralgleichung (zweiter Art) 
für die unbekannte Funktion u, (0) dar”). nach deren Ermittlung man aus der zweiten Gleichung 
durch eine gewöhnliche Quadratur die Randwerte des Geschwindigkeitspotentials bis auf eine 
willkürliche Konstante gewinnt. 

Praktisch hat dieses Verfahren '’) jedoch keine größere Bedeutung gegenüber einer an- 
deren Form der Darstellung, bei der direkt für die gesuchten Randwerte der Geschwindig- 
keitspotentiale Integralgleichungen angegeben werden. 


2. Form. Bedeutet auch 4," (©) ein im Außenraum reguläres Potential, so beruht ein 
[7 
zweites Verfahren auf der Tatsache, daß f,** (0) = 9," (0) + I F,,m (6) als Randwert eines 
m 2 


im Außeneebiet reeulären Potentials aufzefaßt werden kann, daß also für einen inneren 
Punkt gilt: 


& \ Y u d Ir) t 1) 
‚m IT) = SR: 5 5 : een al). 
ie hı m fr) £ 
6 m R 

Nehmen wir diese Gleiehung als erwiesen an, so übersehen wir schon das Folgende: 
N 

Es ist doch nach Gl. (N) f,to\= fy*,(o)+ FI fr" m (0). Dann geht durch dıe Gleichsetzung 
Ma 


lo) ko) + Ffm" (0) der Ausdruck (19) über in 


Im 


»), Die willkürliche Konstante 2 B, läßt erkennen, daß (0) nur bis auf eine willktüriiche Konstante bestimmit ist. 


10) Das Gleichungssystem (20) wurde Für spezielle Schaufelformen in der Dissertation des Verfassers mitgeteilt. 


od 


url 
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| | 
f, )= 5 Ih (+ “(ol+5. $ Hd +n"dMJdalnR,(coon+,(A,„+tiB,) . . . (28) 
oder 
| 
If,(o) + 9" (o)] pin +," DJAalnR,(o,)=29,"(0)+A,+iB,. .: .: ... (24). 


Hierin sind also f,(o) die Randwerte der ursprünglich gesuchten Funktionen, während 4,"* (0) 
noch in gewissen Grenzen frei ist. 


Bevor wir jedoch diese Gleichung weiter diskutieren, soll noch der Beweis für Gl. (21) 
erbracht werden. Um das Bestehen für jeden Summanden einzusehen, denken wir uns nicht 
Schaufel 1, sondern Schaufel m auf den Bereich T abgebildet; dabei entspreche der 
Schaufel 1 im Inneren des Bereiches ein Kurvenstück T,. Dann können wir f,* (Ö) ın folgender 
Form darstellen: 


EEE = 
I, IC)= ßen Br "+ const ED 5 


Für die Funktionswerte auf T (d. i. jetzt die m'*-Schaufel) gilt dann 


dcs, (m | 
)) = r > S ; ; . . } } ; R ! 6 
Fo: *(0)= de > gen cm & (gr const (5). 


Aus dieser Form folgt unter Vertauschung der Integrationen: 











- (0) | ” m. B d [ (6) N 
$ fr m (0) en 0)—i 23n Pr; ULEICR to) SM) ZT u 
T, og y 
(Zu). 
Lö, (td) : d (0) dZ (0) 
t 
ai up FED -E WM Ko) — zT ons 
x 
Da sowohl Z als auch Z, (7) innerhalb T liegt, ist 
. IZ (0) dC(o) 3 i 
- ni —2ni 0. 2S). 
$ (0) — LI, (It) Slo)—{L ai Er 
- | 
Ks ist also tatsächlich 
u dc (0) 
Pr. a I) - (0) SE 3 


. 
und somit die Behauptung (21) bewiesen. 


Um nun die charakteristischen Eigenschaften der daraus hergeleiteten Gl. (24) zu er- 
kennen, betrachten wir den speziellen Fall 9,”"=0. Durch Zerlegung in reellen und ima- 
ginären Teil erhalten wir das Gleichungssystem: 


”, | I £ 
p,(0) a $ Yv (7) do,lr)= A,+ 77 P y.(t) din R„(ot) 
(30). 





| IL 
2 Br „(r) din R„(oT)= B,-+ y', (0) < $ v,(ddo©,(or) 


Auf der rechten Seite stehen bis auf die Konstanten A,, B, gegebene Funktionen. Mit 
den noch unbestimmten Konstanten hat es folgende Bewandtnis: A,, das auch weiterhin 
völlig willkürlich bleibt, bringt zum Ausdruck, daß bei gegebenem y',(0) das zugehörige 
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(reschwindigkeitspotential nur bis auf eine willkürliche Konstante bestimmt ist: man erkennt 
das daraus. daß die Intereraleleichune 


| » 
Y,„(0) Di ‚ddOo,lor)—= A, 


n_ 


A, 
In | 
null gesetzt werden. 5b, hängt von A, nicht ab und ist bei gegebenem , (0) eine feste Zahl. 


verade die Lösung q, ' hat: 1, kann also ohne Einschränkung der Allgemeinheit 


Die Gleichungen (30) bilden je eine Integralgleichung erster und zweiter Art für eine 
der unbekannten Funktionen 9,(0). Damit erscheint die Lösung zunächst überbestimmt. An 
Hand der Cauehy-Riemannschen Beziehungen kann man jedoch zeigen, daß beide Gleichungen 
nicht voneinander unabhängig sind. Das Auftreten zweier Gleichungen gewinnt für prak- 
tische Rechnungen dadurch Bedeutung, daß man nach Lösung der einen Gleiehune durch 
Einsetzen in die zweite sofort die numerische Genauigkeit kontrollieren kann. Von Lösungs- 
methoden für Integralgleichungen soll später gesprochen werden. 


Hätte man in Gl. (23) eine bekannte Funktion g,** mitgeführt, so wären auf der rechten 
Seite von Gl. (30) weitere Ausdrücke hinzugekommen. Durch geeignete Wahl dieser Funk- 
tionen 4," gelingt es nun, die Integralgleiehungen spezieller Strömungen noch ganz bedeutend 
zu vereinfachen, wie jetzt an den einzelnen Teilströmungen gezeigt werden soll. 


VI. Die Integralgleichungen der „Durchflußströmung“. 


Das Potential der Durchflußströmung setzte sich zusammen aus dem Potential einer 
Wirbelquelle in der Drehachse und den regulären Funktionen f, und f;: 


() E 
F,=F,+F,; = pr IInz+f,(2)]: F',(2) a :lnz+f.@)]| : . ®D. 


In «lie Ebene transformiert sich Inz mit Gl. (10) folgendermaßen ({, = Bildpunkt der 
Drehaxe) 


Inz=In °——"+In It EP 5 ee na. FR 


= (N) 


Hiervon ist der erste Term im Außenraum und der zweite im Innern von T regulär. Denken 
wir uns den zweiten Teil mit den im Innern gleichfalls regulären Funktionen f, und f, ver- 
einiet, so können wir in Ö-Koordinaten schreiben 


ae af four . _ a\ı os 
Fi) 9 In = r g,16591; 4!) f(o+lmli - ) u en Aa 


) | ) >00 


' - - ı f Y\) 


BE » “ [ : : REN: . a\| ’ 
F.(d) =- Hin — +, fö)i; Ys|-) Od +ilml? * \ Te 34 


>00 j 


Die Funktionen 4, (I) und 9, (£) gehorchen am Rand der Gl. (24). Wählen wir nun für die noch 


Do -() 


freien y,""(Ö) (r—=1,2) gerade die Ausdrücke 4,” (O= In bzw. 9, ((J)=iln——, so 


erhalten wir für die beiden Anteile der Durchflußströmunge wegen (33) und (34): 


[ Ben () lo)—L,,.: 
F(0o) ® Fir)dinh,lor)= IIn E HiB,) 
7 





nt (0) R 
(39). 
, | e y I . (no) Eu . 
F', (0) ;® F,(dIn$h,(or) [iin > +iB,) 
‘ i 2 ” 
Nun ist aber am Rande W, (0) P,(0) 0, und es ergibt sich mit (0 x. (0) ei%) für 
5 16 
den „Quellanteiıl® 
we ws 
D,(0o) ® PP (INnddQ,(or)—=21Inx(o), ® PD (ddlnaR,(l)=2yl)+B. . . I 
n. 1. 
und für den „Ziırkulationsanteil® 
| » | » 
D,(0) ® P,(dO,(or)=2y,(o). ® P,(r\dln R,(or) 2lnx())+B, .. 
2 Jı e 7 i E 
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Wir haben so für die Randwerte der Geschwindigkeitspotentiale je zwei Integralgleichungen 
cewonnen, von denen auch hier die eine zur Lösung, die andere zur Kontrolle dienen kann. 


Die geometrische Bedeutung der Ausdrücke x (0) und z,(6) zeigt Abb. 2. 


Vi. Die Integralgleichungen der Schaufelzirkulationsströmung. 


Die Schaufelzirkulationsströmung hatten wir zerlegt in f.—+f,. worin f. in 2 x einen 
Wirbel von der Stärke > an besitzen sollte. Zu einem analytischen Ausdruck für f. ge- 


langen wir folgendermaßen. Wir denken uns f. gleichfalls aus einer „Stern*-Funktion auf- 
eebaut 
„ 
AUL- Art 3 Are) (36), 
m 2 
worin die Funktion f.“ ın :© einen Wirbel 2 ar haben muß. Nun entspricht dem Punkt 
-— der Punkt ©—=0 der Ebene, und in Z können wir schreiben 
f. J)=-iln! (7). 
Am Rande ist dann 
„ 
f.()= - ilnöflo) -i Incl) =|7 (0)  ilno(o)]) + [2,() iin P,.to)]. (38), 
m 2 
Wo C (0): o(o) ei?) und 
„ „ 
2'In Z,„ (0) = In HZ, (A =In P„(o)+i 2,(0) (39) 


In im 


oesetzt ist. 


Trifft man nun für das ın (24) noch freie g,°* die Festsetzung: 


(= iln P,(o0)+ 2,(0), 


deren Zulässiekeit leicht einzusehen ist, so ergibt Gl. (24) unter Beachtune der Randbe- 
dingung /,=V0, 


Er ; 
IP,(o) zlo)] ‚Bien ıdld 9,6) =22,(0)+ - Pin oma R,(or) 
Il. 





If 2 
r Pip,n z(r)| In R,(or)= - 21n P,(o)+ s d Ino()dOQ,(or)+ Bb, 


Man erhält also Integralgleiehungen für |P,(6)  z(o)| und erkennt daraus, daß 2, selbst 
nicht einwertig sondern zyklisch ist. Die Ausdrücke P’,(o) und 2,(6) sind an Hand ihrer 
Definition (39) leicht zu ermitteln (Abb. 2). 


VIM. Die Integralgleichungen der „Verdrängungsströmung“. 


wir setzen 
r” (0) das Gleiehungspaar: 


Durch Annahme einer Funktion 9,°* ıst hier keine Vereinfachung möglich; 


daher 9,” 0 und erhalten aus Gl]. (24) wegen YW, (6) = y', (6) 





D, (0) 


7 


T 


(D D, (rd o,,(or) 


l 


| j | 
. P,(r)din R,(o 2): :Y’(0)+ z d r(r)d Jon B, 
„T R 


T 


| 


d r(rT) din R,(or) 


I 


7 





IV. 


Auch dieses System ist ganz entsprechend gebaut wie die Systeme der anderen Teilströmungen. 


IX. Eine vorläufige Zusammenfassung. 


Wir wollen uns noch einmal kurz das Ziel unserer Arbeit vor Aueen halten und uns 


verzerenwärtizgen. was wir erreicht haben. 


ED 
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Unser Hauptziel ist die Ermittlung der 4 Funktionen F,(z) bzw. f, (zZ) »=1,2,3,4), für 
welche einfache Randwertaufgaben erster Art vorgegeben waren, die sich Jedoch auf die »-Schaufeln 
bezogen. Wir hatten die Hilfsfunktionen f,* eingeführt und dadurch das Problem auf die Aufgabe 
zurückzeführt. im Außenraum einer einzelnen Schaufel diejenige Strömung zu bestimmen, die 
der Bedinzung (9) genügt. Dies neue Problem suchten wir zu lösen durch die konforme Ab- 
bildung der einzigen Schaufel und durch Anwendung einer Verallgemeinerung des Cauchy’schen 
Satzes. Passende Annahmen über die darin noch willkürliche Funktion f,** ermöglichte es, 
die Hilfsfunktionen f,* wieder zu eliminieren und direkt die Integralgleichungen (TI, II, III, IV) 
für die gesuchten Randwerte P,(v=1...4) der Ausgangsfunktionen F', zu gewinnen. 

Haben wir diese Randwerte ermittelt, so kennen wir auch die Strömung an allen Stellen 
im Innern. Wir wenden uns daher zunächst der Behandlung der Integralgleichungen zu. 


X. Die Kerne der Integralgleichungen. 


Jedes der Gleiechungssysteme (I, IL, III, IV) enthält sowohl eine Integralgleichung erster 
als auch zweiter Art für die gesuchte Funktion. Da wie erwähnt beide Gleichungen nicht 
voneinander unabhängzie sind, ist es grundsätzlich gleichgültig, welche von beiden man zur 
Lösung verwendet. Aus praktischen Gründen wird man immer die Gleichung zweiter Art 
zuerunde leren. 

Bevor wir aber die eigentlichen Lösungsmethoden besprechen, soll einiges über die Be: 
deutung der geometrischen Größen ©,(or) und In R,„(or) gesagt werden. 

Die Einführung der Ausdrücke ©,(or), In R„(or) als Integrationsvariable hat den Vor- 
teil, daß alle auftretenden Integrale einfach durch Auftragen der Integranden über ©,(or) 
bzw. In R,„(or) als Flächen aufgezeichnet werden können. Die Ermittlung der „Kernvariablen“ 
(sr) und In R,(or) bzw. ihre Bestandteile ist nach Ausführung der konformen Abbildung 
für jeden Randpunkt sofort möglich. 


Nach Definition (18) ıst 


[Z 





In R,(od+i9,(or)=21n{ (tr — L, (0) 

m ] 

n „ 
In A.(or) In OmlorT= In /I Omlor) Eee te AT 

m] m==] 

t 
J),lor) 2 Am (ot) 
m] 
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[RAyeı 23) 


Anh, 8; 


Die Abstände o,,(or) lassen sich aus der Zeiehnung (vgl. Abb. 3) abgreifen; ebenso die 
Winkel 7 (or), die entgegen dem Uhrzeigersinn positiv zu zählen sind. 
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Während ©,(or) für alle o,r endlich bleibt, wächst In R,(or) für r=o über alle 
(Grenzen, d. h. bei der Auswertung der Integrale pP y(r) din R„(or) sind Flächen auszumessen, 
die sieh bis ins Unendliche erstrecken, Diese Flächen zeigen typisch die Gestalt der Abb. 4. 
Praktisch wird man den ins & reichenden Streifen von einer gewissen Stelle AR, an außer 
acht lassen; für die dadurch vernachlässigte Fläche A(R,) gilt näherungsweise 


(R)=2R,| 


ya) 


IV). 
E; (4) 


Man bemerkt also, daß durch das Unendlichwerden von In R(or) praktisch keine 


Schwierigkeiten entstehen. 


oo — 
ZZ 002000 II IS / 








N 
N 
N 
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RE 8 


[RA4677# in Fo — > In A. (I 7) 
n 





Abb. 4. 


Xl. Auflösung der Integralgleichungen durch sukzessive Approximation. 


Die hergeleiteten Integralgleichungen (1, II, IIL, IV) zweiter Art haben typisch die Gestalt 


| » 
(6) ‚ Pomao,con=hi), RN 4 ER RER, 20 SELTEN. WED N 


worin (0) die gesuchte und Ah (0) eine gegebene Funktion ist. Von numerischen Verfahren, 
die zur Lösung solcher Gleichungen entwickelt worden sind, soll hier nur das der sukzessiven 
Approximation kurz berührt werden. 

Dieses Verfahren geht aus von der Kenntnis einer Näherungslösung 4 = 9,(0). Als eine 
solehe Näherung kann man z. B. die strenge Lösung eines ähnlich gelagerten Problems ver- 
wenden oder in Ermanglung einer solchen z. B. direkt y,(0)==h(o) ansetzen. Wir schreiben 


| . 
y(o)=h(0) + „Boinmaanton ICH UHR U en an, 


Betrachtet man ,(0) als nullte Näherung, so erhält man durch Einsetzen in die rechte Seite 
dieser Gleichung eine neue Funktion: 


| 2 
7,0) = h(o)—+ = P y,(r)dO,(or), 


von der man bei günstiger Annahme des ,(0) erwarten kann, daß sie die wahre Funktion 
y(o) besser approximiert als das ,(6). Mit diesem Näherungswert 9,(0) gehen wir wieder 
in Gl. (42) ein und erhalten eine neue Näherungsfunktion 


| » 
y,(6) = h(o)+ z P y,(d)do,(or). 


Diese fortschreitende Verbesserung läßt sich beliebig fortsetzen. 

Es ist zu bemerken, daß die Stärke der Konvergenz sehr von der Güte der angenommenen 
Näherungslösung 7, (0) abhängt. Besonders günstig liegt in dieser Hinsicht der Fall, daß ein 
und dasselbe Rad mit verschiedenen Schaufelzahlen untersucht werden soll. Dann kann man 
die Lösung für eine bestimmte Schaufelzahl als erste Approximation für die nächsthöhere 
Schaufelzahl verwenden. 

Hiermit sind jedoch die Möglichkeiten zur Behandlung von Integralgleichungen nicht 
erschöpft; vielmehr wird bei praktischen Rechnungen zu erwägen sein, ob nicht eine der an- 
deren numerischen Methoden'') mit Vorteil herangezogen werden kann. 

Jedenfalls liegt die Ermittlung der Randwerte durch Lösung einer Integralgleiehung im 
Rahmen des wirklich Erreichbaren, und darüber hinaus hat man in Gestalt der mitgeteilten 
zugehörigen Gleichungen erster Art eine nützliche Kontrolle für Richtigkeit und Genauigkeit 
der Lösung. 


11, Vgl. z. B. Nyström, Soc. Fenniea, Comm. Phys. Math. 4, 15, 1928, 
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Xll. Die Geschwindigkeitsverteilung an den Schaufeln. 


Hat man die Werte P, ermittelt und über der Schaufelabwieklung aufzetraren, so er- 


\d 
. ® . . r ( ’ . 7) . r . 
hält man durch Differenzieren dieser Kurve \_ _ und somit auch sofort die Verteilung 
()s 
der Tangentialzeschwindiekeit 
) F 2 ‘('!) Oo», 
eis) ) ‚a IS) co 7 Ey, (Ss) u; a” ($I Tr .) C,s(s); Ic,.s (8) Ns 3 . (42). 


Da die Differentiation graphisch vorgenommen werden muß, erscheint eine Kontrolle für die 
dadureh bedingte Ungzenauiekeit wünschenswert.  Wır bestimmen daher e,(s) noch auf 
anderem Were, 


Durch Lösung der Integralgleichung hatten wir P,(6) zunächst als Funktionen der 
Borenlänee so am konformen Bild der Schaufel I gewonnen. Die Tanzentialeeschwindiekeiten 


\db 
( . - v .. ® ’ .. . » 
Cy,0l9) ‚. in der -Ebene können wir dureh Auftragen von P, über 6 und anschließendes 


(6 
Differenzieren eleiehfalls herstellen. Zwischen den Gesehwindiekeiten in beiden Ebenen 
besteht aber (lie Beziehung 


op OP dZ dl 
C,.\8) - .16) (453). 
OS \00 (2 . dl: a 
dl 26” (0) A 
Da man Er 2 gg AUS der Abbildungsfunktion kennt, hat man also eine gewisse 
JVEjP L 6 ” 


Kontrolle. 


Mit der Geschwindiekeit ist dann auch die Druckverteilune an den Schaufeln bekannt. 


X1ll. Verhalten der Strömung an den Schaufelspitzen, Leistungsaufnahme. 


Besitzen «die Schaufeln, wie vorausgesetzt und praktisch meist der Fall, scharf aus- 
laufende Ein- und Austrittskanten, so wird bei jedem Strömungsanteil für sich allein an 
diesen Stellen eine unendliehe Tangentialgeschwindigekeit eintreten. Durch geeignete Wahl 
der noch freien Größen ), I, I,» lassen sıch jedoch bei der Überlagerung 4 Teiılströmungen 
an einer oder an beiden Spitzen endliche Geschwindigkeiten erzwingen. Man spricht in 
diesem Falle von „stoßfreiem Eintritt“ und „tangentialem Abströmen*. Wie die Erfahrung 
lehrt. stellt sieh tanzentiales Abströmen immer ein, hingeren kann stoßfreier Eintritt nur bei 
eanz bestimmten Betriebszuständen erreicht werden. 


Das Unendlichwerden der Geschwindigkeiten in den Schaufelspitzen hängt damit zu- 
sammen, daß in diesen Punkten die Abbildung auf die S-Ebene nieht mehr konform ist; in 
; BL dz 
ausspringenden EKeken ıst immer =). 
( - 


Für die Geschwindiekeit an den Schaufeln gilt nun Gl. (43). Man sıeht daraus sofort. 


, dz € i s R . 
daß an den Stellen, für die „0 geht, d.h. an den Schaufelspitzen, nur dann eine endliche 


d_ 
a» 
Geschwindiekeit resultieren kann, wenn dort auch a” 0 ist. (Notwendige Bedinzung.) 
(OO 
Nach den Festsetzungen über das Z-Koordinatensystem entsprechen den Schaufelspitzen 
die Punkte [= + b. 


Dann lauten die Bedineuneseleiehuneen für stoßfreien Eintritt und tangentiales Ab- 
strömen 





v ! I, (N) 
0 57°,01 /,) en not /,) 520 D) + 5 eg h\ 
(44). 
/ e- (i'!) 
. apa rd) 4 a 0\ Fb) 2 - Co! -b)+ .) C„o(+b) 


Die Werte e,,.„(+ db) hat man bereits bei Berechnung der Geschwindigkeitsverteilung 


( 


ermittelt. Man erhält also zwei lineare Gleiehungen für die vier Größen O0, T, To. 


Verziehtet man auf stoßfreien Eintritt. so reicht die Bedingung des tangzentialen Ab- 
Hießens bei gezrebenem 9,7,» gerade zur Bestimmung der bisher noch willkürlichen Schaufel- 
zırkulation /\ aus. 
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Das vom Rade aufgenommene Drehmoment M berechnet sich nach der Föttinger- 
schen Formel 
»\ 0 
M=(|‘ en ee. 
\g/ 2 


ar 


wenn “ die Diehte der strömenden Flüssigkeit ist. 
4 


XIV. Potential und Geschwindigkeit an beliebiger Stelle. 


Für die meisten Fragen der Kreiselströmung ist die Kenntnis der Vorgänge an den 
Schaufeln vollständig ausreichend. 

Soll aus besonderen Gründen auch die Strömung im Innern des Gitters untersucht 
werden, so kann hierzu nunmehr der Cauchysche Satz verwendet werden. Dabei ist 
allerdings für jeden Aufpunkt ein besonderes Integral auszuwerten, von der Form 


na | br dzit) 
l (2) ni. Iy\ Pr zit). 


oder, indem man unter Berücksichtigung der Symmetrie die n-Integrationen über die »- 
Schaufeln zu einer einzigen zusammenfaßt: 


BA, 
I» (2) PO 


wobei sieh der Integrand aus elementaren geometrischen Überlerungen konstruieren läßt. 


\ dzdt) 


— 2ril | 


l Z (f) 3e n 


Die Geschwindigkeit ergibt sich an jeder Stelle aus 


„ 2 


df,(z) | E hr 
- 2: Bf, d — dz(. 
dz Ent, u; ri 
1 we] (f) ze n - 
Auch hier müßte für jeden Aufpunkt z die Summe unter dem Integral zunächst besonders 


ermittelt werden. Man sieht, daß solehe Rechnung ziemlich mühsam sein würde. 

Für die Aufzeichnung von Strom- und Potentiallinienbildern ist daher ein graphisches 
Verfahren vorzuziehen. Da man die Werte von Stromfunktion Y und Geschwindiekeits- 
potential PD am Rand kennt, ist auch die Maschenweite des Stromliniennetzes an den Schaufeln 
vollständig bestimmt, und unter Beachtung seiner geometrischen Eigenschaften läßt sich das 
quadratische Netz in das Innere der Strömung mit praktisch ausreichender Genauigkeit 
zeichnerisch fortsetzen. 


re | 
Da auch die Geschwindigkeit ex ie, - [e,r —ie,„r] eine analytische Funktion ist, 
zewinnt man in ganz entsprechender Weise ein Netz der Linien (e,- r) = const, (er) = eonst, 
die einen guten Überblick über das Geschwindigekeitsfeld geben. 
XV. Verbindung mit anderen Methoden. Parallelgitter. 
Es ist nun möglich und durchaus vorteilhaft, die in den älteren Arbeiten verwendete 


H 


| -Abbildung mit den hier entwickelten Methoden zu vereinigen, indem man den gegebenen 
Schaufelstern durch die Abbildung 


2 ag" 


| n ke gu ad 
in einen schaufligen verwandelt und erst auf diesen das geschilderte Verfahren anwendet. 
Dabei ist m so zu wählen, daß die Verzerrung noch nieht störend wirkt. 

Um die Strömung in einem Parallelgitter zu behandeln, bildet man durch 


-7i2= ( t= Schaufelteilung) 
u ü m 1 r 
’=a:e (m = ganze Zahl) 


das Gitter auf einen m-schaufligen Stern einer z*.-Ebene ab, wobei man die Zahl m so groß; 


wählt, wie es ohne Beeinträchtigung der zeichnerischen Genauigkeit möglich ist. 
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XVl. Ausblick auf das Randwertproblem zweiter Art. 


Kın in gewissem Sınne gerechtfertietes Bedenken, das vom Standpunkt der Anwendung 


gegen die mitgeteilten Verfahren geltend gemacht werden kann, ist vielleicht darin zu er- 


blicken, daß gerade die am meisten interessierende Geschwindigekeitsverteilune durch den 
nur mit beschränkter Genauigkeit möglichen Prozeß der graphischen Differentiation gewonnen 
wird. Es wäre befriedigender, wenn man direkt für die gesuchten Randwerte der Geschwin- 
diekeitskomponenten Integralgleichungen angeben könnte. 

Dies ıst auch tatsächlich möglich. Wir erhalten diese Integralgleichungen formal einfach 
dadurch, daß wir die Gleichungssysteme I, II, II, IV in Riehtung o differentieren und die 
Integrale einer partiellen Integration unterwerfen. Auf diese Weise ergibt sich 


I. Quellanteil: 


si " Ö | Ö 
Cd) + 6,418) 9,loT)dı=2 In» (o) 
z ) | Ö 











) + ) dr “ii 
i | ’ (1,). 
; ( | 0 7,160) 
Der) \ In Alor)dr—=2 8 
1. (O | 6 
>. Zirkulationsanteil: 
2 Ö | 0 7, (6) 
6.160) 7 De, (7) 4) ,(or\dr 2 - 
he ib. 06 ' ( Oo 
(II,). 
A da 8; 
40 N (or)\ dr: 2 n x (0) 
di No ni 0o i 
3. Schaufelzirkulation: 
0710) '$ O,yin)!I oO N F ‚o2lo) 1 ee 0 ’ 
Cor - r Cie) J,lor)idtr=- % r | nK,tor\dr 
. 00 | ie 4 Or 00 06 T_ Ri T Oo n\” \ 
(III,). 
| $ oxln)|® , 7 ‚olnmAR,(o) A gen Ole 
Pic. „Ir n h,lor)idr & a (or) dr 
m, Ye s O7 06 00 ’E ; Or 06 w | 
(. Verdrängungsströmung: 
| \ Io | ‚Or’(r)| od 
C,„(09)+ ® E: J, (or dr ® In R,lor) dr 
ol“ 1. m: 0o ; u; O7 00 ” 
(IV,). 





6 BA ER ih BR. &° nI0 9 l 
C,riT)] n h,„loriidr | | ), (or) dr 
“T P che 00 : 00 T (7 00 ' M 
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Ks sind dies die Integralgleichungen für die Geschwindigkeitskomponenten in der Z-Ebene. 





Aus ihrer Lösung ergibt sich die Geschwindigkeit in der z-Ebene durch e,.s(s) = e€,,,(0) 72|. 
“0 
Der Vorteil, den man durch direkte Ermittlung der Geschwindigkeiten hat. ist aber in 

’ di ’ ; er i | Ö | Q 
zweierlei Hinsicht nur ein scheinbarer. Zur Ermittlung der Kerne |\ Onteon), IA In Aloe) 
K Ö K Ö | 


ist erstlich die Kenntnis sämtlicher Schaufelnormalen in der Z-Ebene erforderlich. Die Be- 

stimmung der Schaufelnormalen läuft aber gleichfalls auf einen Differentiationsprozeß hinaus. 

Die Kerne selbst würden in eanz ähnlich verwickelter Weise zu bestimmen sein wie die 

„Einflußfunktionen* bei Spannhake-Barth 1. e. Andererseits ist aber auch die numerische 

Lösung der Integralgleiehungen (I, —- IV,) viel umständlicher, da nun die Kerne explizit unter 

dem Integral stehen und nicht dureh leicht anzebbare „Kernvariable* ersetzt werden können. 
| N 


. . . . r ( 
Auch macht sieht die Unstetigkeit von In A, (or) 


| an den Stellen sr recht störend 
00 
bemerkbar. Trotzdem erscheint es nicht aussichtslos, auch diese Ansätze praktisch zu 


verwerten. 
XVII. Zusammenfassung. 


Ausgehend vom ersten Randwertproblem für ein beliebig gestaltetes Gitter wurden für 
die Anteile der idealisierten Gitterströmung Integralgleichungen aufgestellt, deren Lösung über 
alle Fragen Aufschluß gibt. 

Zum Sehluß wurde noch auf die Möglichkeit hingewiesen, die für die erste Randwert- 
aufeabe entwiekelten Verfahren auch auf Aufgaben der zweiten Art zu übertragen. 167 


Zischr. f. angew., 
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Die Potentiale 
der Mehrleiterkabel und verwandter Anordnungen. 


Von Walther Rosemann ın Hannover. 


Teil I: Darstellung der Potentiale durch unendliche Reihen; elementar-geometrische 
Ableitung ihrer Eigenschaften. 


1. Problemstellung. In der Starkstromtechnik spielt die Berechnung der Potentiale der 
folgenden drei Anordnungen eine wichtige Rolle: (rn - D-Leiterkabel (vel. Abb. 3 und 7, 
(Juerschnitt eines symmetrischen Zwei- und Dreileiterkabels; mit » ist der Einheitlichkeit 
wegen die Anzahl der gegebenen Kreise bezeichnet); (n—1) parallele Freileitungen 
vegenüber dem als Ebene angenommenen Erdboden (vgl. Abb. 6: der n-te Kreis 
ist der zu einer Geraden ausgeartete Erdbodenquersehnitt); » parallele Freileitungen 
in genügender Entfernung vom Erdboden, so daß dessen Einfluß auf die Spannungs- 
verhältnisse in Nähe der Freileitungen vernachlässigt werden darf (vel. Abb. 4 und 5). Es 
sind also im Querschnitt n = 2 einander nicht schneidende Kreise A, einer der drei Anord- 
nungen, sowie n konstante Werte (, gegeben, die das gesuchte, hierdurch eindeutig bestimmte 
Potential auf den K, annehmen soll; die gerade Linie wird als Spezialfall des Kreises betrachtet. 

Die Lösung für n =2 ist elementar (vgl. S. 80). Die Ergebnisse der tiefgehenden mathe- 
matischen Untersuchungen für » —3') erweisen sich für die technischen Anwendungen, ins- 
besondere die numerische Auswertung als zu kompliziert; der Ingenieur zieht daher die Ver- 
wendung von Faustformeln vor, deren zum Teil beträchtlicher Fehler (vgl. S. 92) aber nicht 
abzeschätzt wird?). In der vorliegenden Arbeit sollen deshalb möglichst einfache Näherungs- 
formeln mit zugehöriger Fehlerabschätzung aufgestellt werden. In Teil I sind dazu die ge- 
suchten Potentiale exakt durch unendliche Reihen dargestellt und hieraus mehrere ihrer Eigen- 
schaften abgeleitet. In Teil II wird sodann an dem einfachsten Beispiel des symmetrischen 
/weileiterkabels gezeigt, daß sich diese Reihen wegen ihrer schlechten Konvergenz nicht 
unmittelbar zur numerischen Berechnung eignen; durch eine Verlagerung der Singularitäten 
(Einführung der elektrischen Schwerpunkte) werden aber für diesen Fall geeignete Näherungs- 
funktionen gewonnen. Auf die anschließenden Fragestellungen, insbesondere die Ver- 
allgemeinerung auf die Dreileiterkabel, beabsichtige ich noch zurückzukommen. 


2. Die Grenzpunkte. Nach dem Schwarzschen Spiegelungsprinzip gilt für ein 
Potential U (x, y), das auf einem Kreis den konstanten Wert r annimmt: 


DEU ee tie A 


wenn x, y und x*, y* Spiegelpunkte in bezug auf den Kreis sind. Die Zusammensetzung der 
n Spiegelungen an den gegebenen A, ergibt eine Gruppe von Transformationen: eine 
jede von ihnen bildet den Ausgangsbereich T, in welchem das Potential gesucht ist, auf einen 
neuen Bereich der Ebene ab. Wir erhalten so in bekannter Weise eine Einteilung der 
Ebene in unendlich viele Bereiche, die sämtlich von je n Kreisen begrenzt sind und 
kontinuierlich bei Überdeckung der Ränder aneinander anschließen°). Die Werte des Potentials 
in allen diesen Bereichen lassen sich nach (1) aus den Werten in T berechnen. 

Die Randkreise der betrachteten Bereiche konvergieren auf bestimmte Punkte der Ebene, 
die Grenzpunkte. Eine Transformation, die sich aus den beiden Spiegelungen an zweien 
der gegebenen Kreise, X, und K;, zusammensetzt, besitzt zwei Fixpunkte, die wir mit 7” 
und J°** bezeichnen; dabei sei P’** der Punkt, von dem aus wir zuerst auf A, kommen, wenn 
wir auf den andern Fixpunkt zuwandern. Diese Punkte gehören zu den Grenzpunkten, wie 
durch fortgesetzte Spiegelung der beiden Kreise aneinander folgt. Wir haben damit n(n 1) 
«rundpunkte oder Grenzpunkte nullter Ordnung erhalten. 

Die Grundpunkte werden dureh die Transformationen der betrachteten Gruppe in weitere 
Grenzpunkte übergeführt; denn das System der Randkreise und somit auch die Menge der 


1) Vel. etwa: Riemann, Ges. math. Werke, 2. Aufl., S. 440. Weber, Nachr. v.d. Kgl. Ges. d. Wiss. zu 
(Göttingen, 1866, S. 359, Sehottky, Crelles Journal, Bd. 83, 1877, S. 300 und Bd. 101, 1887, S. 227. Frieke und 
Klein, Vorlesungen über die Theorie der automorphen Funktionen, Bd. II, S. 264. Klein, Ges. math. Abh., Bd. III, 


S. 978. 598, 753. 

2), Dieser Mangel wird z. B. hervorgehoben bei: Schwaiger, Elektrische Festigkeitslehre, 2. Aufl., S. 288: 
Prange, Math. Hilfsmittel der Elektroteehnik (vervielfältigte Vorlesungsausarbeitung). Ba. Ill. 1926, S. 161 bis 190; 
Herrn Professor Prange verdanke ich auch die Anregung zu der vorliegenden Arbeit. Die Amerikaner haben wegen 
der Schwierigkeit der Bereehnung die Potentialwerte experimentell bestimmt: Atkinson, Transae. of the Am. Inst. 
of Eleetr. Eng., Vol. 38, Part II: Referat in der E.T. Z. 1921, 8. 108. Vgl. auch den soeben erschienenen Berieht über die 
Klektrotagung in Frankfurt a.M., V.D.I., 1931, S. 963, Elektrische Kraftübertragung auf weite Entfernungen: insbe 
sondere 8. 964: „Nur die Frage, ob drei Einleiter oder ein verseiltes Drehstromkabel vorzuziehen ist, bleibt noeh offen.“ 

3) Vel. etwa: Klein-Seyfarth, Elementarmath. vom höh. Standpunkte aus, Bd. III, S. 106, 
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Grenzpunkte geht bei diesen Transformationen in sich über. Wir bezeichnen den aus P” 
dureh Spiegelung an A), entstehenden Grenzpunkte mit er: eine weitere Spiegelung an KA, 
überführe Br In ee usw. Bei den unteren Indizes darf dieselbe Zahl nie zweimal direkt 
hintereinander vorkommen, da etwa Rn P" ist: ferner darf der erste der unteren Indizes 
mit keinem der beiden oberen übereinstimmen. da z.B. FE pP’ ist(Indizesregeln). Als 
Ordnung eines Grenzpunktes bezeichnen wir die Anzahl der unteren Indizes. 
Für » = 2 ergeben sich nur zwei Grenzpunkte., 
Für 2» 3 existiert stets ein gemeinsamer Ortho- 
eonalkreis Ay.) der gegebenen Kreise, auf dem 
sämtliche Grenzpunkte liegen müssen. In Abb. 1 
sind die 6 Grundpunkte (schwarze Nullenkreise) 
als Sehnittpunkte von Ka, mit den Verbindungs- 
geraden je zweier Kreismittelpunkte konstruiert: 
(die weiteren Grenzpunkte gewinnen wir dureh den 
Schnitt von Ka, mit den  Verbindungsgeraden 
zwischen den sehon erhaltenen Grenzpunkten und 
len Kreismittelpunkten (weiße Nullenkreise). Man 
erkennt, wie der Bereich für die Grenzpunkte von 
Schritt zu Schritt auf immer kleinere Bereiche von 
NK. eingeschränkt wird. Der Abstand der Kreise 
ist in Abb. 1 verhältnismäßig klein gewählt, da 
sonst die angegebenen Grenzpunkte zu nahe an- 
einander rücken. 
Wenn für » >53 eın gemeinsamer Orthogonal- 
kreis vorhanden ist, ändern sich die Verhältnisse 
3 nicht. Andernfalls wird die Lage der Grenzpunkte 
komplizierter; sie müssen aber zunächst außerhalb 
des Ausgangsgebietes T liegen; ferner auch außerhalb der Gebiete, die durch Spiegelung 
von T an den K, entstehen usw. Wieder wird der Bereich für die Grenzpunkte von Schritt 
zu Schritt eingeengt, wobei sich nur die Zahl der in Betracht zu ziehenden Gebiete jedesmal 


vererößert, 





Das angegebene Verfahren ergibt die Menge aller Grenzpunkte, die somit abzählbar 
unendlich ist. Die Behauptung, daß diese Menge die Mächtigkeit des Kontinuums besäße'), 
ist falsch. 


3. Aufstellung der Grundpotentiale. Für » —=2 ergeben sich nur zweı Grenzpunkte P’ und 
P’'. Die gesuchten Potentiale sind: 


5) 


De: Bir + BE Vai REEL: 5 eat (2), 


wobei «die o die Abstände des Aufpunktes ., y von den gleiehbezeichneten Grenzpunkten be- 
deuten: der erste Ansatz eilt für zwei konzentrische Kreise (der mit P°?' bezeichnete Grenz- 
punkt liegt unendlich fern), der zweite für niehtkonzentrische Kreise; die Konstanten e, und 
c, sind aus den vorgegebenen Werten €, und C, zu berechnen. 


> 


Für » 3 schließen wir den Sonderfall aus, daß der unendlich ferne Punkt zu den 
Grenzpunkten gehört: dieser Sonderfall ist für die technischen Anwendungen zunächst weniger 
wiehtie, erfordert aber besondere Überlegungen (vel. » = 2). Wir definieren für n=3 ein 
G‚runedpotential in der folgenden Weise: 


12 1 12 1 21 RB 21 » 
‘ ( [2 Od [8] [#) #] ( 
e ”. "a8 "az RE "au "u > 
| 12 In: si 12 9» 921 12 12 12 1 Ze . oo. . . a . (I). 
B) B) oO #) B) #) #) #) 
% u u ER u "2468 "a8 388 


Die o bedeuten wieder die Entfernungen des Aufpunktes ,y von den gleichbezeichneten 
Grenzpunkten. Bei den Entfernungen gerader Ordnung steht 0°” ım Zähler, bei den Ent- 
fernungen ungerader Ordnung 0°” . Weiter treten alle Grenzpunkte auf, die sich aus P'? 
und P®" ableiten lassen: zunächst ergibt sich als unterer Index eine 3: an diese können wir 


entweder eine 2 oder eine 3 anhängen usw. (vgl. die obigen Indizesregeln). Entsprechend 


1, Klein-Sevfarth, Elementarmath. vom höh. Standpunkte aus, Bd. Ill, S. 115. Die Zuordnung zu der 
\Mengee der dvadischen Brüche ist nieht eim-ein-deutig, sondern ein-unendliehviel-deutig. 


Ztsehr.f. angew. 
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oder durch zyklische Vertauschung der Indizes gewinnt man T,, und U,,. Dasselbe Verfahren 
ailt auch für »n >3; so ist z.B. für n = 4: 


12 ss 2 8 8 Im IB 28 8 
) oo 0 8 BB Dr 2 BB 2 | 
n >sı "82 "34 "ui "as "83 

| 12 In 1 ER 0 U Se: u | . . . .. . . . (M). 
) 0.0 000 09 0 0 
a4 "u. 3 "ss 08 "28 "2 "00 "08 
EN ’ ’ 2 ars „(in —1) _ 
Da nach Definition 1%; — T;, ist, ergeben sich für beliebiges n gerade z Grund- 


potentiale. Bei den unendlichen Produkten müssen zwei in einem (uotienten untereinander- 
stehende Entfernungen mit gleichen unteren Indizes als eine einzige Zahl angesehen werden; 
sie dürfen im Laufe der Reehnung nicht auseinandergerissen werden, da die Produkte sonst 
divergieren (vgl. die Lage der Grenzpunkte in Abb. 1); es handelt sich um das unendliche 
Produkt der einzelnen Quotienten, nicht etwa um den Quotienten zweier unendlicher Produkte. 

Der Ingenieur bezeichnet im Falle a=2 die Grenzpunkte als die Durehstoßpunkte 
der elektrischen Achsen; fürn »>2 ergeben sich also unendlich viele elektrische Achsen. 

Wenn die Grundpotentiale absolut konvergent sind, nehmen sie auf den » gegebenen 
Kreisen je einen konstanten Wert an. Denn wir können etwa für n=3 das Grundpotential 
U’, in erlaubter Weise folgendermaßen umordnen: 


12\ 2ı 12 1. 
| [#] 0 (8) d [#) | 
M = ” "ns = > 
le, 
[#) vd vd [9 9) 
wi "a 31 a 
wobei jede der runden Klammern und somit auch U, auf A, konstant ist; , entsprechend 


schließt man in den andern Fällen. Es ist somit nur noch zu zeigen, daß die Grundpotentiale 
in dem Ausgangsbereich 7 absolut und gleichmäßig konvergieren. 


4. Die Konvergenzuntersuchung für n Freileitungen in genügender Entfernung vom Erdboden. 
Kin bestimmtes Grundpotential: 


’ 
U=-hT%-mn Th+e Pe 


‚ \ ’ 
O0, Oy 


konvergiert absolut, wenn: 


Y ’ 
\ Oy 0, 


nn Di 
konvergiert. Durch o, und o, werden zwei Seiten eines Dreiecks bestimmt, das evtl. in eine 
Gerade ausarten kann; die dritte Seite ist die Verbindungsstrecke r, der beiden zugehörigen 
(‚renzpunkte, Es ist |o, 0, r, und somit: 


Y ’ Y Y 
y'o,—- |. \ u a ‘7, 


— Op — 0, — 0, 
wenn wir die r, und o, als Längen positiv rechnen. 
Da der feste Aufpunkt ., y in keinem Grenzpunkt 
liegen soll, gibt es eine Zahl k >0, die kleiner als 
alle auftretenden o,' ist; also: 


\'r, \'r, I \' 


2 0, BEE 1% k: EEE 


T,. * 





Dabeı Ist PE über alle T, /U erstrecken. dıe zu lem Ranezz) 
betrachteten Grundpotential gehören. Abb. 2. 
Nun gilt bei den Lageverhältnissen der Abb. 2, wenn A’ und B’ die Spiegelpunkte von 
A und B in bezug auf K’ sind: 
er dy AM OO BM' 


r au den 
am’ b’M und somit 


’ ER r j 
AM = BM ' BM AM‘ 


Also ist infolge der Ähnlichkeit der beiden Dreiecke: 


' BM gr? pi ur 
r AM’ AM':.BM' AM BESTER 


oder: T=1r- 











r , } a Ztsehr. f. angew. 
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Bei der betrachteten Anordnung von » auseinanderliegenden Kreisen sei e der kleinste der 
vorkommenden Abstände zweier Kreise und AR der größte vorkommende Radius. Dann ist stets: 


. I? 


RRY "Po 


E r no wi 

(e+r’)” (e 

wenn r ganz im Innern eines der gegebenen Kreise liegt und rT' die durch eine beliebige 

Spiegelung aus r entstehende Strecke ist. Da im vorliegenden Fall jede Strecke erster 
Pi . ‚ . » . Rt \ 

Ordnung 7°’ im Innern von Ku liegt, muß jede aus r, entstehende Strecke m-ter Ordnung 


Ö 


4 H . . * Kb l \ 
, pP "sein (m 1). Da sieh ferner aus 7°“ gerade (n - 1)” Strecken der m-ten Ord- 


nune ableiten, folet: 


Y u ri 
> 1%. = E53 


i ee di 5 


tert -Vf+7- 


7 on 1 ul 
Also ist in unserm Fall Ir, und somit auch jedes Grundpotential absolut konvergent, wenn: 


(n -1)-p .- .. | oder: e>Riynr—i-—1l} . .: . 2... %.0.2.f6) 
(er R) 
ist. Selbst für »n=5 braucht erst e > R zu sein, eine Forderung, die bei technischen An- 
wendungen erfüllt sein wird’). Durch eine einfache Restabschätzung folgt, daß dann die 
(rundpotentiale in dem Ausgangsbereich 7, sowie in jedem der durch die Spiegelungen ent- 
stehenden Bereiche, auch gleichmäßige konvergent sind. 


5. Die Konvergenzuntersuchung für die beiden andern Fälle von Kreisanordnungen; der 
Spiegelungssatz. Wir führen die Untersuchung auf den soeben erledigten Fall zurück. Es 
seien n sämtlich auseinanderliegende Kreise A, gegeben; ferner ein Kreis X mit dem Radius r 
und dem Mittelpunkt M=(a,b). Die Spiegelung der A, an K ergibt die Kreise K,”, von 
denen einer in eine Gerade ausarten kann. Bei der Spiegelung geht jeder Grenzpunkt IP der 
Anordnung A, in den gleiehbezeichneten Grenzpunkt P* der Anordnung K,* über. Die zu- 
eehörigen Grundpotentiale sind: 


; rm 0 y’ . e3 & 2 | ‚O ‚ 
U.,(&,y)=1in'] ‚ und: U,(@,y")=1In']]'_»,; 
Ein « Oy Em n Öy 


wobei die o bzw. o «die Entfernungen des Aufpunktes X =(w#,y) bzw. X"=(.x*, y”) von den 
Grenzpunkten P_ bzw. P* bedeuten. Wenn X und X* Spiegelbilder in bezug auf K sind, 
ist nach (5) 


r? . r a (P, M) 
= P,MKM "Te PB Mam Tor (P,M)' 
Also würde seın: 
ze E u BE |)” Be | a . 
U” (&*,y*) = In" 2 In 'T er In] (PM) Kita, y)— Urita,b). 


Wenn die absolute und gleichmäßige Konvergenz der Us; bewiesen ist, folgt somit das gleiche 
für die 7,35*®) Die Grundpotentiale sind also stets absolut und gleichmäßig konvergent, wenn 
wir «ie betreffende Kreisanordnung durch Spiegelung in eine Anordnung von lauter aus- 
einanderliegenden Kreisen überführen können, welche die Bedingung (6) erfüllen. 


/ueleich haben wir die Beziehung: 
Dre) elsoe)—- Used . : 2 nr re 


erhalten, die wir als Spiegelungssatz bezeichnen wollen. Er gilt auch, wenn K in eine 

, Öy Oy ‚ £ n . ’ 

(Gerade ausartet, nur wird dann —, ‚ und U,;(a,b)=0. Wenn man K mit einem der ge- 
Öy Oy 27 ” 

eebenen Randkreise zusammenfallen läßt, ergibt sieh, wie zu erwarten, eine Verifikation des 


Schwarzschen Spiegelungsprinzips. 


5) Man kann die Konvergenzuntersuchung aueh auf die weitergehenden Überlegungen von Sehottky (Crelles 
Journal, Bd. 101, S. 235) und Burnside (Proe. of the London Math. Soe., Nov. 1891) zurückführen (vgl. auch Fricke- 
Klein, Automorphe Funktionen, Bd. II, S. 160). Die Konvergenz der Grundpotentiale ist danach für n=3 stets, 
für n >23 aber ebenfalls nur für bestimmte Anordnungen gewährleistet. 

6), Der Kreismittelpunkt M sowie der Aufpunkt X darf kein Grenzpunkt in bezug auf die A» sein; die Über- 
legung versagt daher bei dem S. SU ansgesehlossenen Sonderfall, in welehem ein Grenzpunkt der Anordnung K,* um 
endlieh fern liegt. 
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6. Eigenschaften der Grundpotentiale. Jedes Grundpotential verschwindet in dem unendlich 
fernen Punkt, da dieser kein Grenzpunkt sein soll. Wenn ein gemeinsamer Orthogonalkreis 
Kur, der gegebenen A, vorhanden ist, verschwinden alle U/,; in dem Mittelpunkt von Ku: 
falls Aa, zu einer Geraden ausartet, können wir als Mittelpunkt den unendlich fernen Punkt 
ansehen. Durch Anwendung des Schwarzschen Spiegelungsprinzips auf den Mittelpunkt 
eines K,„ folgt: Der konstante Wert, den ein bestimmtes 7,; auf einem der A, annimmt, ist 
gleich der Hälfte des Wertes, den dies U,, in dem zugehörigen Mittelpunkt besitzt. Auch in 
diesem Satz darf AK, ausarten; denn dann verschwinden alle U,,;, auf A,, da A, den unend- 
lieh fernen Punkt enthält und die U’,;auf A, einen konstanten Wert annehmen. 

Wir betrachten jetzt den Fall, daß die Kreisanordnung einen Orthogonalkreis besitzt, 
der in die X\-Achse ausgeartet sei. Ferner mögen alle Kreise getrennt lieren: wir bezeichnen 
sie von links nach rechts mit A, bis A,„. Wegen T,; [’;„ können wir annehmen, daß 
z 4 ist. Da der Grundpunkt 7”* ın K, und P** in K, liegt, liegt P** rechts von P’*. 
Allgemein liegt jeder zu einem Zähler gehörige Grenzpunkt rechts von dem Grenzpunkt des 
zugehörigen Nenners; denn die gegenseitige Lage zweier Grenzpunkte kehrt sieh bei jeder 
Spiegelung um; dafür stehen die zugehörigen Entfernungen einmal im Zähler und einmal im 
Nenner. Wenn wir zwei Punkte «z und „—+ | Le) auf der X-Achse rechts von AK, heraus- 


0, u . » ‚ . . . 
| \ . U,;ıst also auf A, negativ und nimmt mit wachsendem . 
X OO» /x+|JIx 


<° j Oy 
oereifen, Ist - ‚\ 
monoton gegen U,;(X)=0 zu; entsprechend ist U,; auf K, positiv und nimmt nach links hin 
monoton gegen Null ab. Mit Hilfe einer Spiegelung an einem Kreis, dessen Mittelpunkt auf 
der X-Achse liegt und der durch die einander zugekehrten Punkte zweier benachbarter Kreise 
veht, überträgt man diese Aussage unter Benutzung von (7) auf die Strecken zwischen zwei 
benachbarten Kreisen. Dann folgt: U,, nımmt für 2 4 längs der Orthogonalgeraden auf den 
einzelnen Streeken zwischen zwei benachbarten Kreisen mit wachsendem . monoton ab oder zu. 


je nachdem die betreffende Strecke zwischen den Kreisen AK, und KA; liegt oder nicht. Die Über- 


tragung auf Anordnung mit nicht ausgeartetem Orthogonalkreis liegt nach (7) auf der Hand. 
Unsere Überlegung zeigt weiter, daß bei Anordnungen mit Orthogonalkreis kein U,; zu einer 
Konstanten ausarten kann: das Auftreten von Polen in U,; schließt diese Möglichkeit nicht 
aus, da sich die Pole eines bestimmten U,; beliebig nahekommen. 


7. Zusammensetzung des gesuchten Potentials aus den Grundpotentialen; Relationen zwischen 
diesen. Das gesuchte Potential U mit den vorgegebenen Randwerten (€, können wir dureh 
(n 1) beliebig herausgegriffene Grundpotentiale darstellen, wenn diese linear unabhängig 
sind. Wir bezeichnen den Randwert, den U,; auf K. annimmt, mit 7°. Dann ergibt sich 


etwa für n =9: 





ul 23 U), | [ 12 31 | U, En 1 
o3 31 12 31 1223 
Cr r]1 u er. € 3 
N 1 N N 1 1 1 1 1 
ar. ==), ——() — () | Er (9) 
’ 23 31 BE 31 ’ 12 ss , E ’ 
( .r T, F; | ’ 7 ( 7 T, | T, pp ( 57 | 
vs» 31 12 31 1223 
I RE A a wi my 
3 3 3 3 3 3 3 3 


da das so bestimmte U die verlangten Randwerte annimmt. Jeder dieser Ansätze ist dann 
und nur dann brauchbar, wenn dieRandwertdeterminante, mit welcher U multipliziert 
ist, nicht verschwindet; dies ist zugleich die Bedingung für die lineare Unabhängigkeit der 
in dem betreffenden Ansatz auftretenden Grundpotentiale. Entsprechend geht man für » 3 vor. 
n(n— 1 „ 

2 Grundpotentialen (n >2) sind durch eine homogene lineare 


relation verknüpft: denn es ıst etwa für n =>: 


Je n von den 


ee IA In 


2 23 31 


UÜ= R RR > . Dis U: + N, Üss + N, Us 7 DV . . ‘ , u (9), 





dla das Potential U auf den drei Kreisen AK, und somit auch in T verschwindet. Weren 
U,,(&)=0 muß dabei das absolute Glied D stets gleich Null sein. Mit Hilfe des Spiegelungs- 
satzes kann man leicht zeigen, daß die Randwertdeterminanten ihren Wert bei Spiegelungen 
der betrachteten Anordnung nicht ändern: die linearen Relationen zwischen den Grund- 
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potentialen bleiben also bei Spiegelungen invariant. Die Potentiale mit fest vorgegebenen 
Randwerten C,= (',* stimmen, wie bekannt, in entsprechenden Punkten zweier durch eine 
Spiegelung zusammengehöriger Anordnungen A, und AK,” überein. 

Für »=»3 kann keine der drei Randwertdeterminanten D,; verschwinden’). Denn wenn 


etwa D,,=0 wäre, würde das Potential: 


BB. UI 
n - ge” N 
; ) 1 
| 31 
Bu 8 T | 
{ a alle | 
n) Mi 
auf dem Kreise A, den Wert (',- D,,=0 annehmen, so daß Ü=0 sein müßte. Da die Ü, 


willkürlich sind und das absolute Glied verschwindet, ergeben sich drei homogene lineare 
Gleichungen zwischen 7/,, und U,,. die mit dem S. 83 gefundenen Satz über das Verhalten der 
!/,; auf den einzelnen Streeken von Ay, unverträglich sind. 





'Y K, 
S&, 
Ä q M, 
: A 
| Ip 23 | > a 
ü q / 
y 
Ph 
— Or 
RA166 74) 
On 5 K, 
Abb. >». Abh. 4. 


8. Berücksichtigung der Symmetrieverhältnisse.. Wir bezeichnen eine Kreisanordnung als 
s-fach symmetrisch, wenn sie durch s und nur s Spiegelungen an geeigneten Kreisen 
in sich übergeführt wird. Im Falle » = 3 ist wegen der Existenz des Orthogonalkreises s 1. 
Wenn noch ein weiterer Spiegelungskreis A vorhanden ist, muß bei einer an ihm ausgeführten 
Spiegelung A,,,, in sich übergehen, so daß sieh AK und KA, senkrecht schneiden müssen. 
Wenn wir die Anordnung an einem Kreis spiegeln, dessen Mittelpunkt einer dieser Scehnitt- 
punkte ist, werden die Bilder von A und A,,, zwei aufeinander senkrechte Gerade. Jede 
zumindest zweifach symmetrische Anordnung » => läßt sich also durch Spiegelungen in ein 
symmetrisches Zweileiterkabel (Abb. 3) überführen, bei dem die doppelte Symmetrie 
unmittelbar hervortritt. Wenn wir als Längeneinheit den Radius des Zweileiterkabels wählen, 
hängt dieses nur noch von den beiden in Abb. 3 angegebenen Parametern a und vr ab. 





K, K, 
5 a’ 
542 i 
H; ; 
N; J Kr 
de ) la/ 
Kortr f Kor er 
Frdboden I K; 
12 Q . RA16676 | 
Abh. 5. Abh. 6. 


Falls diese Anordnung noch bei einer dritten Spiegelung in sieh übergeht, wird entweder 
N, und A, vertauscht und A, in sich übergeführt oder A, und A, vertauscht und A, in sich 
übergeführt: aus Symmetriegründen kann beides nur gleichzeitig eintreten. und zwar muß dann: 


Fiat ce a a a 


sein. Der Fall» 93. 5s°°-9 ıst unmöglich. Die Spiegelung der betrachteten Anordnung s= 1 
an einem Kreise, dessen Mittelpunkt einer der Schnittpunkte der beiden neuen Symmetrie- 


'), Für» >35 gilt der Satz in dieser Form nieht: vgl. die Relationen (16) beim symmetrischen Dreileiterkabel 
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kreise ist, ergibt drei vierfach symmetrische Freileitungen von gleichem 
Radius (Abb. 4), in die sich also alle Anordnungen n=3, s—=4 überführen lassen; als Para- 
meter tritt nur noch der in Abb. 4 angegebene Abstand a auf. 

Für die technischen Anwendungen n=3 sind nur die Fälle s=2 und 4 von Bedeutung; 
nach (7) können wir die zugehörigen Grundpotentiale unmittelbar aus den Grundpotentialen 
des symmetrischen Zweileiterkabels berechnen, in das sich die betreffende Anordnung dureh 
Spiegelungen überführen läßt, so daß wir uns auf dieses beschränken werden. Als Beispiele 
erwähne ich: Wenn wir das symmetrische Zweileiterkabel an dem Randkreis A, spiegeln, 
erhalten wir drei nebeneinanderliegende Freileitungen s=2 in genügender 
Entfernune vom Erdboden (Abb. 5). Zwischen den Konstanten a, r und a’, r" bestehen 
die Beziehungen: 

r d- a | 

"=, -. di=— „bzw. da r r Ar IM W Je 
a? — r’ a’ — r‘ a?’—] a’—] 
Bei den technischen Anwendungen werden die Radıen der drei Freileitungen übereinstimmen: 
um eine solehe Anordnung zu erhalten, muß bei dem symmetrischen Zweileiterkabel a?’ rer 
sein; diese Anordnung kann nie vierfach symmetrisch werden. Wenn wir das symmetrische 
/,weileiterkabel an einem Kreise vom Radius o und dem Mittelpunkt ==0, y | spiegeln, 
erhalten wir zwei nebeneinanderliegende Freileitungen von gleichem Radıus 
eeeenüber dem Erdboden (Abb. 6). Damit die Radien der beiden Freileitungen gleich 1 
werden, ist zu setzen: 


.„ 1+a’—r’ ; ‚20 ‚ _i1—-a’+r 
0° == . Ferner wird: a= „9 Te re ltr re A 


Diese Anordnung ist für 2a,’ —+1)>==a’? vierfach sym- 
metrisch. 

Entsprechend wird man bei » >3 vorgehen. Im 
besonderen ist für das symmetrische Dreileiter- 
kabel (Abb. 7). das zur Fortleitung der Drehströme 
dient, n 4, s 3: diese Anordnung hängt ebenfalls 
nur von zwei Parametern a und r ab, die entsprechend 
wie beim symmetrischen Zweileiterkabel definiert sind. 


9, Beziehungen zwischen den Grundpotentialen bei 
Symmetrien. Bei der Spiegelung an einem etwa vor- 
handenen Symmetriekreis A werden von 2n’ Kreisen 
je zwei miteinander vertauscht, während die übrigen 
n” Kreise in sich übergehen (n=2n'’-+n"). Die KAissta 
Menge der Grenzpunkte wird in sich übergeführt, und 
zwar ergibt sich aus einem Grenzpunkt der durch die 
Spiegelung entstehende, indem man bei den Indizes alle Zahlen vertauscht, die je zwei zu- 
sammengehörigen Kreisen der ersten Art entsprechen, während die übrigen Indizes unver- 
ändert bleiben (vgl. S. S2: die dort betrachteten A,* sind hier mit den Ausgangskreisen in der 
angegebenen Weise identisch). 





Abh. 7. 


Ich behaupte: Wenn bei der Spiegelung an A die Kreise A, und A; je in sich übergehen 
bzw. miteinander vertauscht werden, so gilt für das zugehörige Grundpotential U,;: 


,;(@,y) Nalahy)=0 bzw. U ,3(2,y) + U, (&*, y*) I,zta,b) . (IBa,b). 
Wenn K, in sich übergeht und A,, mit K,, vertauscht wird, ist: 
U,..(2,y) — Uyrs(x*, %”) U,„7,(a,b) DB. 20.5 2 


x,9y und »*, y* sind Spiegelpunkte in bezug auf AK; a,b sind die Koordinaten des Mittel- 
punktes von K. Wenn K in eine Gerade ausartet, verschwinden die rechten Seiten der 
Gleichungen. 

, D,.3la2’,4°)= in": HE Dabei sind 
die o bzw. o die Entfernungen des Aufpunktes .r, y bzw. .*, y* von den zugehörigen Grenz- 
punkten. Der Spiegelungssatz (7) lautet: U,,@”, yY) = U,;(a,y) - U,z(a, b). Hierin ist 


Beweis: Im Falle (13a, b) ist 7’,; (ae, y) == In 


67 öl He rp Oy . . . \ » . Pr Pr " 
U, (a, ln T_ ‚, wobei die o die Entfernungen des Aufpunktes .r*, y* von den Grenz- 
Iy . 
punkten bedeuten, die aber in bezug auf die gespiegelte Anordnung K,* numeriert sind. Wir 
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haben also, um auf die o zu kommen, die Indizes in der angegebenen Weise zu vertauschen. 


(} 


Dies ergibt im Falle (13a): U,;* (&@*, y*) = In T = ,=U,;(#*, y*); wenn nämlich auf den rechten 
Oy 
Seiten der Gl. (3), (#), ... z.B. die Indizes I und 2 ihre Stelle behalten, so bleibt U, un- 


12 
verändert. eleicheültie, ob irzeendwelche anderen Paare von Indizes vertauscht werden oder 


OO, 
. . .. . \ ‘ v Er Er 3 11° ) r 2 ce 
nieht. Entsprechend erhält man im Falle (l3b): U; (*, y*) In] - ji IE 
4 
Durch Kinsetzen ın Gleichung 7 ergibt sich also: U,;(@,y) - U,;(#*, y")—= U,;la,b) bzw. 
U, (a. 9)+ U, (2, y")= U,zla,b. Wenn wir x, y auf K annehmen, wird 2 =.” y=y* 
und somit U,; (a, b)=0 bzw. 2U,;(#,y) = U,;la,b). Im letzten Falle ıst also U,; auf K 
konstant: (13b) ist die Aussage des Schwarzschen Spiegelungsprinzips in bezug auf K:; | 


der zugehörige Wert r ist „ U,; ta, b). " 


Im Falle (I3e) ist nach dem Spiegelungssatz: 


Very) Uznıta, b), Ve) lat) — Urzla, b). 
Es wird U, (2", 9’) = U,,l2",y'), Da (2,9) = U, (a”,y’) und somit: 
U}; (X, ) Us (2 y") DU .i, (a,b), Ei. (2, 9) U,,, (x*, Y“) ER (a,b). 
Da wir die letzte Gleichung in der Form schreiben können: 
U, 9) — Url’, y") U xj2 (a,b), folgt U,.,la,b)=-— U, (a,b). | 


Hier ıst die Differenz der beiden Grundpotentiale auf A konstant. 


Aus (13a) folet im besonderen: Wenn die gegebenen Kreise einen Orthogonalkreis be- 
sitzen, nimmt Jedes Grundpotential in zwei Punkten, die spiegelbildlich zu A‘, liegen, den 
zleichen Wert an. Im Falle des symmetrischen Zweileiterkabels ergeben unsere Sätze 
(vel. Abh. 3): 

U,,1la. 9) l/ 


Al 


la mW; U,.la, y) U. 5 Y); Ua, y) UV, (1A). 


12 
hier genügt also die Kenntnis eines einzigen Grundpotentials, nämlich entweder von U,, oder 


!’,, zur Berechnung der allgemeinen Potentiale. 


3 


10. Die Randwerte der Grundpotentiale bei technisch wichtigen Anordnungen. Im Falle 
=» ergeben sich die folgenden Beziehungen: 


































































































OR a) Anordnung b) Beliebige Anordnung «e) Symmetrisches Zwei- 
UNEHEFFRONNINE| der Abb. 4. n=B3, 84, leiterkabel (Abb. 3) 
Tr, RR Zu I 0 k lt k ? Ik I, I 1, ‚. 
eg kI|k|o l.—k|l,+k = II 1, ® 
2 ge = Z ki 4 u. l,, kill, +k 0 I, I, (19). 

D,.; D,,=3%K'° l,.+l,,+1,,=V ID:: (—1,+1,)(l,+1,-—21,) 

D,..U,.+D,,l U.+U,+U,,=0 D.3=3k ID2.,=-D.=1{,+1,-21)) 
Du! a | | 23 Us v Ay « [ l! I 
r 12 23 31 





/u Tafel (a): U, verschwindet auf A,, da es auf der Symmetriegeraden zu A, und XÄ, 


1: 
verschwindet; auf A, und A, nimmt es entgegengesetzt gleiche Werte an (13b): entsprechend 
bei U/,, und U,,. Ferner ist nach (13e): U, (a, = U, ,(«*, y*): U,, (x",1y*), also = T. USW, 
Alle Randwerte 7 lassen sich hier auf einen einzigen zurückführen, der nach S. 85 nur noch 
von a abhängt. Tafel (b) ergibt sich, indem man die zu Tafel (a) gehörige Anordnung 
N, dureh Spiegelung in eine neue Anordnung A,* überführt; dann ist nach (7): 


te =g I „;ta,b) und somit T,; !,;ta,b), woraus weiter 1,,—+1,,-+1,,=0 folgt. Die 
D,; bleiben bei der Spiegelung invarıant (S. 83). Man kann dieser Tafel auch die Form 
der letzten geben, indem man dort I,=1, +1, setzt. Tafel (ce) ergibt sich aus (14): sie 


gilt auch für drei nebeneinander liegende Freileitungen (Abb. 5). Die Gleichungen für die 
Anordnung der Abb. 6 gewinnt man wieder durch Spiegelung; dabei ist zu beachten, daß 
nach S. 53 alle 7,; auf dem zu einer Geraden ausgzearteten Kreise verschwinden, 
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Entsprechend erhält man für das symmetrische Dreileiterkabel (Abb. 7): 


K,\_kk | o\ı|ılı, Fuer ar Re, ET Eh 


Ö d 0 . 





Die angegebenen Relationen folgen daraus, daß z. B. U=(l, 1,):-U,- k-(U, TU,) auf 
allen Kreisen K, und somit in 7 verschwindet. Die vierte Relation ist für /,$[!, eine Folge 
der drei ersten. 


Teil Il: Die Genauigkeit der Näherungslösungen beim symmetrischen Zweileiterkabel; 
Verkleinerung des Fehlers durch Abänderung der Konstanten. 


1. Definition des absoluten und relativen Fehlers einer Näherungsfunktion. Für die numerische 
Berechnung teilen wir ein bestimmtes Grundpotential 7, ; in eine Näherungsfunktion 7 und 
einen Rest ein. Den Fehler wollen wir exakt ermitteln, da die Abschätzung durch Ab- 
änderung des Konvergenzbeweises infolge der notwendigen Vernachlässigungen viel zu ungenau 
wird. Der größte Wert, den U/?' auf K,„ annimmt, sei g,, der kleinste k,. Neben U/" be- 


4 


. . s . > . ° . . » . Tl . a» 
trachten wir eine weitere Potentialfunktion, die Vergleichsfunktion 7, die auf jedem 


K, den konstanten Wert (+ %,) besitzen soll. Dann ist auf jedem K,: 


ri») rip») . ' 
| A | #4 ‘) (Y» AM 


Der größte und der kleinste Wert, den die Potentialfunktion U) DW in T annimmt. muß 


AA “b 
nach einem bekannten Satz der Potentialtheorie auf dem Rande von T liegen‘). In 
u. | 
. rn . Y rl ) ® ..g r 
dem ganzen Bereich T ist also 7 — UP’ = g, wenn g die größte der Zahlen „(pr  kı) 


ist: d.h. y ist der absolute Fehler A. F. der betrachteten Näherungsfunktion U) gegen- 


“ah © 
über U} , also einem Potential der gesuchten Art. Dieses Verfahren sagt allerdings nichts 
über den Fehler gegenüber U,; selbst aus; dies ist aber auch für die numerische Berechnung 
nicht notwendig, da es genügt, wenn wir (n I) linear unabhängige Potentiale der gesuchten 
Art bis auf eine vorgegebene Genauigkeit angenähert haben. Ferner ändert sich die Ver- 
gleichsfunktion U}" mit dem Grade der Näherung (sie konvergiert hierbei gegen U, ;); aber 
auch hierdurch entstehen keine wesentlichen Schwieriekeiten. 

Die alleinige Angabe des A.F. reicht für unsere Überlegungen nicht aus; denn wenn 
wir z. B. für n=3 zwei Potentiale mit den Randwerten + 1000; 100: O0 bzw. +1: 1; 
0 bis auf einen A. F. von 0,1 berechnet haben, so ist die Näherung im ersten Fall brauchbar, 
im zweiten nicht. Wir definieren daher: Wenn der größte (kleinste) der Werte, welche die 





Vergleichsfunktion U” auf den Randkreisen annimmt, 4’ (k’) ist, so soll der relative Fehler 
rt 
‚F. gleich 7; 
Der A.F. und R.F. wird nicht geändert, wenn wir zu einer Näherungsfunktion eine 
Konstante addieren: das gleiche gilt für den R. F., wenn wir die Näherungsfunktion mit einer 
Konstanten multiplizieren. Bei der Addition zweier auf die gleiche Anordnung bezogener 
Näherungsfunktionen können sich die A. F. höchstens addieren. Schließlich bleibt der A. F. 
und R. F. bei Spiegelungen invariant. Denn wenn wir eine Anordnung A, durch Spiegelung 


‚ sein. 


ı nm ı m 
Y Y 
. . a er ... ® ri \ Oy | H 2 \ Oy 
in eine Anordnung A ,„* überführen, so ist U" (.r, y) = In ",und D*) (a*, y*) m 
i i ——— Oy : i —— Öy 
ı 1 v— | 
wobei die o und o in gleicher Weise wie auf S. S2 zusammenhängen; also folgt U") (x, y) 


— U*P) (#*, y*) + konst; die Konstante hebt sieh aber bei Bildung des A. F. und R.F. fort. 


s, Vel. etwa Osgood, Lehrbuch der Funktionentheorie, Bd. I, S. 622, 
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2. Die Lage der gesuchten Extremwerte beim symmetrischen Zweileiterkabel. Bei dieser An- 
ordnung ist die folgende Festsetzung zweckmäßig: Eine Näherungsfunktion p-ten Grades Ebel 
soll alle in U,, auftretenden Entfernungen bis zu denen (p — 1)-ter Ordnung einschließlich 
enthalten und ferner diejenigen p-ter Ordnung, deren letzter unterer Index eine 3 ist (p 1). 
Dann sind nämlich alle U” auf dem Kabelrand K, konstant und ferner bleiben die Gl. (14) 
auch für Systeme von je drei Näherungsfunktionen p-ten Grades gültig. 

Dieselbe Überlegung wie auf S. 83 zeigt, daß bei U,,, U,, und U,,, wenn wir die Kreise 
wie in Abb. 3 bezeichnen, der zu einem Zähler gehörige Grenzpunkt mit alleiniger Ausnahme 

) 
von ;, Stets links von dem Grenzpunkt des zugehörigen Nenners liegt. Bei Bestimmung der 

= 
gesuchten Extremwerte von U" können wir die Ausdrücke vernachlässigen, die auf dem be 


treffenden Kreis konstant sind. Zur Untersuchung des Verhaltens von U 


auf A, (K,) kommen 
somit für p > I nur diejenigen Entfernungen (p — I.ter Ordnung in Frage, deren untere In- 
dizes mit 2 oder 3 (1 oder 3) aufhören, sowie alle Entfernungen p-ter Ordnung, die mit 3 auf- 


> 


hören: so sind z. B. ın: 


y, 4 7} [77 0) 0) 7 
| 0" ud Ya it a \ 
„(8)> - ri, "4 318 "388 
U, a) 21 | i9 „91° sı 12 „12 
2 ) oo 0° o M) | 
ar: 1» ".» 313 "833 


die runden Klammern auf A, konstant. Die Grenzpunktpaare, die zu den berücksichtigenden 
. > = . .. 2 n . = 2 R . _ 0 
Anteilen gehören, liegen also stets im Außern von K,(K,). Nun nimmt die Funktion In °,. 
” LE) 
wenn der zu o gehörige Grenzpunkt links von dem zu 0’ gehörigen liegt, auf der Verbindungs- 
geraden der Grenzpunkte nach rechts hin monoton zu oder ab, je nachdem wir uns zwischen 
den Grenzpunkten oder außerhalb dieser Strecke befinden; also nimmt der auf A, (K,) zu be- 
rücksichtigende Anteil von UP fürp>1 auf der X-Achse im Gebiet 0. 1(— 1.0) 
mit wachsendem .r monoton ab. Da weiter die gesuchten Extremwerte auf der X-Achse liegen 


‘d 


müssen (Betrachtung von In ”, auf A, bzw. A,), Ist: 
‘ 


- 


UN ka—r,0); K=UNta+r,V); | 
k 


; 3 (Im). 
9,— U) (—a—r,0);k,= U (-a+r, 0); | 


Kl 


Man bestätigt, daß diese Gleichungen auch für p==1 gelten. Die Berechnung des A. F. und 
und R.F. bietet infolge dieser Beziehungen keine Schwierigkeiten mehr. 


u 1 I 
3. Numerische Berechnung des absoluten und relativen Fehlers im Falle a „,r= 4° Für 

die Koordinaten e** der 6 Grundpunkte P** erhält man, wenn: 

- - 3 EEE ag 5 105 
€ Va’—r’ | 0453013, 77 V(1-+e?) La? | 06. (15) 
6 
eesetzt wird: 

e me, a 7 ie’ —n)),, "= —-d"=; = (1+e.°+n) . (19). 


Mit Hilfe der Spiegelungsformeln bestimmt man hieraus tabellenmäßig die Koordinaten der 
nächstfolgenden Grenzpunkte®): 





ai 0.413301 ce —=0.47315 ec” 1.352793 
1 

ec” 0,43305 ce” —0,47609 ce 1,87076 
121 >31 313 

ce” 0.433>1 C —=-047745 ce” 209313 
121 231 313 

E 0.413353 ce — 0.447775 ce” >.11348 
> 31 13 

13 PER „1 a m 82 “ ; (20). 

ec. 0.4378 Ce 053454 ec“ 227113 
N) R 13 

ce —=0,43608 e" 0,5352 ce = 2,29476 
321 131 13 

ec" n 0.413959 ce — 0.,53874 er > 30663 
32 131 213 

er 0.44031 eo. 0.54707 ce" > 30940 

Mi 


», Um die Lage der Grenzpunkte bei einem festen Beispiel übersehen zu können, sind die Koordinaten genauer 
berechnet, als für die Feststellung der Fehler notwendig ist; auch werden nieht alle angegebenen Koordinaten für die 
Berechnung gebraucht, 


R 
r 
f 
ki; 
Tr 
> 









































Band 12, Heft 2 i r ’ 
April 1032 Rosemann.,. Die Potentiale der Mehrleiterkabel 80 





Die Grenzpunkte, deren Indizes durch Vertauschung von 1 und 2 hervorgehen, haben die 


entsprechenden negativen Koordinaten. Alle weiteren Grenzpunkte müssen in den Intervallen 
;wischen je zwei direkt übereinanderstehenden Grenzpunkten liegen. 














- . . q Don ‚(U „(2) (3) >c3) „(2) (3) . r(p 
Nunmehr berechnen wir die Extremwerte für U —=[ u I er I . D.,% : die I = 
2 2 2 2: 23 Pr 3 
ergeben die gleichen Fehler wie die 7, Man erhält: 
=d,4 +0,25 +0,79 y=V, =\i—l,+1 0,79 025 025 +0,49 
U =U“ | +0478 | +0.279 Fr 0862 07075 046 0298 
12 12 2. 23 ? (21) 
E- +0,401 +0,357 20: 0237 0,690 0,677 0312 0,299 
2 0233 060 0655 0315 0309 
Für die Fehler folgt hieraus: 
a Hr U Di - 
12 12 12 23 23 23 
Zahl der o | 12 2 6 IV 
A. F. 0,099 0.022 0.059 0.0066 V.OOGG 22). 
g —k 0,76 0,76 0,46 0.45 0,45 
R. FF. 013 0.029 0,13 0.015 0.015 








Bei der Berechnung sind statt der natürlichen die Briggschen Logarıthmen genommen 
worden. Im Lauf der Rechnung ergeben sich zahlreiche Kontrollen; so muß z. B. U für 


12 
x 1, y=0 verschwinden usw. Man bestätigt, daß die Größenverhältnisse in Tabelle (21) 
mit dem in Gl. (17) ausgesprochenen Satz übereinstimmen. Ich hebe im besonderen noch 


. ” gi ‚(3) j . ; ; a ’ 
hervor, daß der Übergang von U,, zu U,, keine Verbesserung der Genauigkeit ergibt. 


ri ri 50 u 
50 m) „;y@) 12 
12 U “ 7100x Relativer Fehler 
50 100xRelativer Fehler 04 50 
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Abh. 8. Abb. 9. 


4. Die Fehlerdiagramme. Um die Genauigkeit der Näherungslösungen für beliebiges a und r 
bequem übersehen zu können, verfährt man am besten folgendermaßen. Wenn wir die Werte 
von a und r in einem Koordinatensystem darstellen, entspricht wegen der Bedingungen r 0, 
a>r, a+r<_ 1 jedes symmetrische Zweileiterkabel ein-eindeutig einem Punkte im Innern 
des in Abb. S angegebenen Dreiecks. Man bestimmt für eine Reihe von geeigneten Punkten 
den zugehörigen R. F. und zeichnet durch Interpolation die Kurven für gleichen R.F. ein. 
Diesen Fehlerdiagrammen kann man unmittelbar entnehmen, welche Näherungslösungen 
für eine gegebene, zumindest zweifach symmetrische Anordnung nr => die verlangte Genauig- 


” 
3) .(2) 


keit besitzen. In den Abb. S und 9 sind die Fehlerdiagramme für U, =U,, und, dar- 


< 


gestellt: es wird hier infolge der Symmetrie: 


| U” (a r,0) U (a+r,0) 


R.FF. = rn : 
I) ,,(p) ‚(p) s 
“ U, (a—-r,)+U, (a+r,0) 


> 


die angegebenen Zahlen sind das 1%0fache des R.F. Die Punkte gleichen R.F. sind für 
R.F.=0,1: 0,05: 0,01: 0,005 durch eine Kurve verbunden. Die gestrichelte Kurve in Abb. 8 
stellt die vierfach symmetrischen Zweileiterkabel (vgl. S. St, Formel 10) dar. Die am Rand 
des Dreiecks angegebenen Zahlen entsprechen den Grenzwerten, denen der R.F. zustrebt, 


- ei . a . .. . w. ) . \ 
wenn wir uns dem betreffenden Randpunkt nähern. Bei allen 7 verschwindet der R.F. 
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für r=0: für a+tr=!1 ist er gleich 0,5. In dem rechten Endpunkt des Dreiecks wird er 
unbestimmt, so daß alle Kurven gleichen R.F. durch diesen laufen. Wenn wir den R.F. 
über jedem Punkt des Dreiecks als Höhe auftragen, liegt die entstehende Fläche verhältnis- 
mäßige Nach über dem linken untern Teil des Dreiecks, während sie nach dem rechten Rand 
hın stark ansteigt. Eın bestimmtes fi oeibt also eine um so schlechtere Annäherung an 
das gesuchte Potential, je näher die Kabelseelenkreise A, und A, an dem Außenrand K, des 
Kabels rücken; dagegen stört es weit weniger, wenn sich A, und A, näherkommen. Dies 
entspricht dem Ergebnis, das wir bei Führung des Konvergenzbeweises eefunden haben. 

Da die Kurven gleichen R.F. nach oben gekrümmt sind, kann man leicht eine Ab- 
sehätzunz des R.F. dureh die Grenzwerte am linken Rand des Dreiecks gewinnen. Denn 
wir erhalten einen zu großen Wert des R. F., wenn wir die beiden Endpunkte einer solchen 
Kurve dureh eine Gerade verbinden und auf der Geraden den zugehörigen linken Endwert 
des R. F. annehmen. In dem Resultat fallen dabei dureh Bildung des Grenzwertes die 
l,ogarıthmen fort. 


5. Verbesserung der Genauigkeit durch Übergang zu den Näherungsfunktionen zweiter Art. 
Auf die angegebene Weise lassen sich die gesuchten Potentiale auf jede vorgegebene Genauig- 
keit bereehnen. Die Fehler gehen aber im Vergleich mit der rasch anwachsenden Zahl von 
Eintfernungen verhältnismäßig langsam gegen Null (vgl. etwa Tabelle 22; der Radius der 
Kabelseelen ist dort mit Absicht ziemlich groß gewählt: wenn er kleiner wird, konvergiert 
der Prozeß rascher). Für die praktischen Zwecke des Ingenieurs sind deshalb 
diese Funktionen, dıe Näherunesfunktionen erster Art, im allgemeinen als 
unbrauchbar anzusehen. Die Ausführung einer Zeichnung ergibt, daß diese Funktionen 
besser auf ein anderes, etwas abweichendes Kreissystem passen würden. Wir wollen daher 
die Pole jetzt nieht von vornherein an die richtigen Stellen legen, sondern sie in jedem Fall 
so bestimmen, daß die Annäherung möglichst gut wird. Wir ersetzen also die einzelnen 
Gruppen von Grenzpunkten oder in der Sprechweise des Ingenieurs die Durchstoßpunkte der 
unendlich vielen elektrischen Achsen (vgl. S. SI) durch geeignet gewählte „elektrische 
Schwerpunkte’. Die so bestimmten Funktionen, die wir als Näherungsfunktionen 
weiter Art bezeiehnen wollen, besitzen bereits bei einer geringen Anzahl von auftretenden 
Entfernungen einen so kleinen Fehler, daß sie für numerische Zwecke gut geeignet sind. 


6. Die Genauigkeit der Näherungsfunktionen bei variabler Lage der Pole; die Funktionen U, 
und U. Wir betrachten zunächst das Potential: 


“ ur u + Tu > 9 » “ 
’ | 1 Je ar a | Ä JM E+i+9’—42’—22 2) MN 23) 
TS) +ta”+ıp Er. 04 2 IM E+HU+D 4 +22 9m 
“ is ry 
A, 5 
ls wırd gesetzt: 
I 2 2 2 2 | 2\2 2 ») 
ba 7 , z u, = — fr, Yaell+e) I... 5 


‚ auf dem Einheitskreis A, verschwindet 


Der Pole =a,.y=0 soll innerhalb A, liegen. Da U 
‚0a, y) ist, brauchen wir bei Berechnung der Fehler nur das Verhalten 


und 77, (e, y) U 


auf A: 


. enne .oı n BE pne 
A wi rcoSsq, „ "Sina, (ii ——I Trsqdrcosg 


NI 
zu untersuchen. Das Verschwinden von \_. ergibt für festes a, diejenigen Werte von q, 
( 7 


für welches 7’, Extremwerte auf A, annehmen kann (die Funktion 7, (g) hat an diesen Stellen 
eine horizontale Tangente). Wir erhalten einmal sing =0 oder cosy — +1 und ferner eine 
quadratische Gleichung für cos g: 


Y N 


(Mi+4)(? +.) - (1)! 1— PP -++AN=0. . . 2... ID). 


Die Diskussion der Gleichung (man fasse M} als Funktion von cos p auf) zeigt, daß höchstens 
eine Wurzel einen brauchbaren Wert von cos y liefert; auch dies tritt nur für: 
1-+e)!1+la+r)?‘ | | | j (1-+e) (11 +la — r)’y? 
e® +(a—+r)' Zu_ a, e + — Fr)" 


10) Diese anschauliche Bezeichnungsweise verdanke ich Herrn Professor Dr.-Ing. Humburg. 
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ein; das zugehörige Intervall für «a, liegt stets innerhalb A,. Die so erhaltenen Werte von 
ecosq sind in U, einzusetzen, wodurch sich als mögliche Extremwerte ergeben: E,, und E_, 
für cosy +1 und I), sowie E,, (cosy Ist in dem angegebenen Bereich die eine Wurzel 


| | 


der quadratischen Gleichung). In Abb. 10 sind diese Werte für a  r=T als Funktion 


von a, aufgetragen. Der maxımale bzw. minimale Wert von U, auf KA, ist stets der größte 
bzw. kleinste Wert dieser Kurven; es handelt sich also um verschiedene Kurvenstücke, 
nicht um eine einheitliche analytische Funktion. Der absolute Fehler für gegebenes a, ist 
nach S. 87 gleich der Hälfte des Unterschiedes zwischen dem jeweils größten und kleinsten 
Wert, läßt sich also an der Abb. für jeden Wert von a, unmittelbar ablesen. 
Er besitzt ein scharf ausgeprägtes Minimum für den Schnitt von E,, und E Die Nähe- 


rungslösung U, wird also für diesen Wert von a, besonders gut; er ist zu berechnen aus: 


\r: (1 a r)l+a+r)ll a+r)(ita ee 
z 1 


- ne ne 
(a r)la-—-r) & 
Wenn wir von a und r ausgehen, erhalten wir für a, eine Gleichung vierten Grades; die vier 
Nullstellen ergeben gerade die vier Pole von U,. Es ist von Interesse, daß das Minimum 
des absoluten Fehlers hier nieht in üblicher Weise durch Nullsetzen eines Differential- 
uotienten, sondern durch den Schnitt zweier Kurven gefunden wird. 
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Abb. 10. Abb. 11. 


Die zleiehen Überlegungen wollen wir an dem Potential: 


1“ a’Yy+y (r+a’+ty 1 | | ME: Kai’ —4aia? ) 
Bir  (r ‚%Y „as 2 "5 \(a?E+1)? tä’a’) 
IE ä) +y’ |c+z 4y | 


| 
U 26) 


anstellen, das in seinem Verhalten der Summe e,-(U,,  U,)-+e, entspricht. U, verschwindet 
ebenfalls auf dem Einheitskreis A; wegen U, (e, 1) U,( x, 9y) brauchen wir wieder nur das 
Verhalten auf A, zu untersuchen. Mögliche Extremwerte ergeben sich für: 


COS + 1 und: at HEIM 2 redet . . EM. 


Es ist nur eine Wurzel brauchbar und auch diese nur in einem bestimmten Bereich von «@,. 
= - an | l nr 

Abb. 11 zeigt die Werte von E,,, E_, und E,, füra= ,,r : Das Minimum des ab- 

soluten Fehlers wird wieder für den Schnitt von E,, und E_, erreicht; diese Bedingung ergibt: 
— 7” 

M? 15 « 

'  a-+r? 

Die weitere Untersuchung zeigt, daß dieselben Verhältnisse auch bei beliebigem «a und r 

vorliegen. E;, E_, E,, E_, verlaufen stets in gleicher Weise wie in den Abb. 10 und 11. 

FE. setzt immer mit stetiger Tangente an E,, und E_, an; für den linken Endpunkt von E.., 

eilt das gleiche, für den rechten jedenfalls dann, wenn das zu diesem Punkt gehörige a, <_| 

ist; sonst muß E,, E_,, für @,=1 treffen ''). Unser Ergebnis läßt sich anschaulich geome- 


(28). 


11) Die Kurven Es, und Es, könnten allerdings eine so „verbogene“* Gestalt besitzen, daß an anderer Stelle 
ein noeh geringerer A.F. auftritt; es lohnt sieh aber nieht, weitere recht kompliziert werdende Rechnungen zur 
exakten Ausschaltung dieser Möglichkeit anzustellen. 
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trisch folgendermaßen formulieren: Die gesuchte Größe a, bzw. dä, Ist so zu be- 
stimmen, daß die Näherunesfunktion in den beiden Punkten, in denen 
N, die X-Achse schneidet, den gleichen Wert annimmt. In der Tat kommt 
die Berechnung des Schnittpunktes von E,, und E_, bzw. E,, und E_, gerade auf diese 
Bedingung heraus. 


Die A. F. und R. F. lassen sich jetzt unmittelbar angeben. Insbesondere erhält man für 
| | 
.) » | 


bei U,: a, =0,042 A.F.=0,017 R. F.= 0,022) 0 
| (2). 


bei U: d,=0,57% A. F. = 0,022 R. F. 0,042 | 
Die Genauigkeit ist also (bei gleich einfacher Berechnung der Pole) weit größer als bei den 
Näherunesfunktionen erster Art, die sieh aus nicht mehr als 4 Entfernungen zusammensetzen 
(vel. Tabelle 22, sowie Abb. 10 und 11. in denen die zu den Näherungsfunktionen erster 
Art gehörigen Werte a, =e?' und a, == e"' dureh gerade Linien angedeutet sind). Aus Abb. 11 
ergibt sich ferner, daß die in der Technik übliche Verwendung des Kreismittelpunktes a —=0,5 
als Pol ungünstige Näherungsfunktionen ergeben kann; ein solcher Ansatz ist also jeden- 
falls bei den Mehrleiterkabeln recht bedenklieh, wenn der Fehler nicht abgeschätzt wird. 
Um einen bequemen Überbliek über die Genauigkeit der gewonnenen Näherungsfunktionen 
zu erhalten, kann man auch hier Fehlerdiagramme entwerfen (vgl. S. S9). Bei vielen tech- 
nischen Anwendungen, insbesondere bei den Fällen der Abb. 4, 5 und 6 wird man bereits 
mit diesen Näherungslösungen auskommen. 


7. Fortsetzung; die Funktionen U/,.. Wir wollen in gleicher Weise das Potential: 


[.r ” \ Tu E .- | \- “ 
. | (X -a”’+y a, . —- + Te) 
{ “r ) log ” .r x ” ; j z ’ N 5) , r . . * (30) 
.._.- rar Try | | ) ii: art | I ) | 
x + x 2 
a7 Y i A, + 


l 
untersuchen. Nach den vorhergehenden Überlegungen wird man verlangen, daß auch U, in 
den beiden auf der X-Achse liegenden Punkten von A, den gleichen Wert annimmt; dies 
ergibt, wenn JM, entsprechend (24) definiert wird: 


li 
MM, ae Kent. N Dee ofen See 


Infolge dieser Bedingung ist in 7, nur einer der beiden Parameter a, oder a, willkürlich 
wählbar. 

OU, 
O4 
Gleichung sechsten Grades für cos q: 


(MV 


Das Verschwinden von ergibt einmal sing =0 oder cos4 + 1 und ferner eine 


 MJEMM,2(07° AP) PON—tPM,M, (0% AP) UM, M,E+0)%  4M,M,R?\ (82): 


hierin ıst: 


’ . 


V=(1+&°—4x, Q 1 —$P’ +40, P=#°+,”, R=ell—d, "=1l+e 


eesetzt: ,- 7, ıst als Funktion von a und r bekannt. 


| | | 
In Abb. 12 sınd für a . # | wieder die möglichen Extremwerte von T, auf K, 
dargestellt. cos 4 -1 und cosy | ergibt nach Voraussetzung den gleichen möglichen 
Extremwert E;,: die Wurzeln der Gleichung sechsten Grades ergeben E,,, das aus drei ge- 
trennten Kurvenstücken besteht”. Abb. 13 zeigt den in Abb. 12 angegebenen Bereich in 


vererößertem Maßstab; der günstieste Wert von a, (vgl. die Überleeungeen S. 91) fällt hier 
zufällig (bei den Abmessungen, «die den Abb. 14 und 15 zugrunde liegen, wird e’' 0,3728) 
recht genau mit a, 8 ec’ zusammen. Es handelt sich hier um ein flaches Minimum, so 
daß eine kleine Änderung von a, auf den A.F. keinen wesentlichen Einfluß besitzt. Das 
zweite Minimum des A. F. ergibt das zugehörige «a,. 

12, Bei der Bereehnung von Wertepaaren, die dureh (32) einander zugeordnet sind, nimmt man zunächst den 


Wert von eosy willkürlich an und ermittelt nach (32) das zugehörige ay: diese Zahlen sind dann in Us einzusetzen, um 
Fo, zu erhalten. 
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Besonderes Interesse verdienen die Anordnungen 1 — a?’ 2a—r’ 0, Bei ihnen wird 
M,-M,—=4. Die Gleichung sechsten Grades (32) zerfällt in eine vom vierten und eine vom 
zweiten Grad: 


(M, — MM,’ —Sr’+(l- a) PAS+ 9), =2r 45 + 9)’ —16R°, a’kl+a)+2ax - (1 a)=0 (33). 











») 
Wir wollen die zugehörigen Kurven wieder für a=2r also für a > 7-29)=0,130501, 
r—0,215250 zeichnen. Abb. 14 zeigt wieder die möglichen Extremwerte. Für cosy + | 
erhalten wir E+,. Die zweite Gleichung (35) ergibt nur einen einzigen brauchbaren Wert 
von cosy, und zwar ist dieser von a, unabhängig: cosy = die zugehörigen mög- 
lichen Extremwerte sind Ks, Die Extremwerte E,, folgen aus der ersten Gleichung (33): 
a; 0+0 0,41 Qs2 043 O4» 045 0,46 047 O4 & 
06 A "-0,72 3 | co 
-073 
-O7r 0,74 | 
-075 
Der -0,76 
-077 
03, -0,78 
-0,79 
-70K 0 ' 
[RArse Zeus 
Abb. 12. Abb. 13. 


sie schmiegen sich so dieht an die beiden anderen Kurven an, daß sie in Abb. I4 nieht er- 
kennbar sind: in Abb. 15 ist daher die linke der beiden in Frage kommenden Stellen in 
größerem Maßstab gezeichnet. Der günstigste Wert von a, bzw. a, wird durch «die Selmitt- 
stellen von E;, und E,, bestimmt; er ıst zu berechnen aus: 
ta(l a) 
M 


M —+M, = | 
It M, (5a Il Zall-+a) 


- WM, 4; daraus folgt: 7, 2 


l 
Ks handelt sich hier wieder um ein scharfes Minimum. 
Der betrachtete Sonderfall ist dadurch ausgezeichnet, daß U, in den beiden Spiegel- 


punkten von 2=0, y=0 und z=1, y=0 in bezug auf A, für beliebiges a, von selbst 
den «leichen Wert annımmt; die exakten Potentiale müssen nach dem Schwarzschen 
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Abb. 14. Abb. 15. 


Spiegelungsprinzip diese Eigenschaft ebenfalls besitzen. Für die übrigen Anordnungen läßt 
sich diese Forderung bei 7, überhaupt nicht erfüllen, selbst nieht für spezielles a,. Es 
wird sich demnach in dem Sonderfall um besonders gute Annäherungen handeln: in der Tat 
wird in dem betrachteten Beispiel a —=0,430501, r = 0.215250: 











34 . EB Rosemann. Die Potentiale der Mehrleiterkabel mer. F sage. 
A. F. 0,0005 BE. =ODE . 50.02 KB. 
Kür a a Tr | | erzibt sich: 
A. F. = 0,006 EEE. 2 5 ee 


Die Genamgkeit von 7, (5 Entfernungen) ist also in diesem Falle bereits bedeutend größer 


‚(3) 


als bei 7, (12 Entfernungen) (vgl. Tabelle 22). Die Näherungslösungen zweiter 
Art sind somit zur Bereehnungder Potentiale den Näheruneslösungeen erster 


Art unbedingt vorzuziehen. Auf die Gesichtspunkte, die eine einfache Ermittlung deı 
eünstiesten Näherungslösungen ermöglichen, gedenke ich in einer anschließenden Arbeit ein- 
zugehen. 


8. Die Bestimmung der Potentiallinien. Man stellt zunächst fest, in welches Zweileiterkabel 


eine gegebene Anordnung n=3, s 2 oder 4 übergeführt werden kann. Zur Berechnung der 


alleemeinen Potentiale genügt es, die beiden Potentiale anzunähern, welche auf dem Kabel- 
rand A, verschwinden, während sie auf A, und K, gleiche bzw. entgegengesetzt gleiche 
Werte annehmen’). Nach dem angegebenen Verfahren ermittelt man zunächst die günstigste 
lage der Pole, die für die beiden betrachteten Potentiale im allgemeinen verschieden sein 
wird. Es ist möglich, daß schon die Näherungslösungen 7, und U, ausreichen; sonst hat 
man noch einen Schritt weiterzugehen. Hiermit wird man bei den für die technischen 
Anwendungen in Betracht kommenden Fällen aus- 
kommen, da die übrigen Fehlerquellen (nicht exakte 
Kreisgestalt von K,. K,, K,, insbesondere verseilte 
Kabelseelen, ungenaue Lagerung von K, und K,, 
nicht an allen Stellen gleiche Dielektrizitätskon- 
stante des  Isolationsmaterials) einen stärkeren 
Kınfluß ausüben als der Fehler unserer Näherungs- 
lösungen, der in der angezebenen Weise bestimmt 
wird. Die gefundene Lage der Pole überträgt 
man dann «durch Spiegelung wieder auf die ge- 
ebene Anordnung. 


Die Werte des Potentials sind nur für eine 
Reihe von geeieneten Punkten, etwa die Punkte 
eines quadratischen Gitters, zu bestimmen; dann 
lassen sieh die gesuchten Potentiallinien leicht 
dureh Interpolation einzeichnen. Die Ermittlung 
der Potentialwerte kann entweder numerisch oder 
durch Messung auf einem Zeichenbogen geschehen 
(die Potentiale setzen sich ja aus Entfernungen 
zusammen). Im letzten Fall ist es zweckmäßig, 
einen Maßstab zu verwenden, der gleich den Lo- 
earithmus der Entfernung abzulesen gestattet: an 
dem Maßstab ist eine Öse anzubringen, durch 
welche ein Stift gesteckt wird, den man in dem 
gerade betrachteten Pol befestigt. Dies Verfahren 
arbeitet überraschend schnell und zibt eine Ge- 
nauigkeit, welche für die praktischen Anwendungen 
ausreichend ist; es wird nur in der Nähe von Ä, 
etwas ungenauer, so daß man es hier evtl. dureh 











\bb. 16. eine numerische Berechnung zu ergänzen hat. 
In Abb. 16 sind die Potentiallinien der Näherungsfunktion e: U, für den Fall a=, 
r=3 eingezeichnet: e ist so bestimmt, daß auf A, der Wert 1 angenähert wird; die zuge- 


hörizen Potentialwerte wurden numerisch ermittelt. Der Fehler (vgl. Gl. (35b)) ist trotz des 
verhältnismäßig großen Wertes von r so klein, daß die Abweichungen von dem Kreise A, 
unterhalb der Zeichengenauigkeit bleiben: die erzielte Annäherung ist also für die technischen 
Anwendungen völlig ausreichend, 166 


13) Diese Bestimmungsweise ist nieht komplizierter als die Berechnung dureh ein einziges Potential Us3 oder 
Us, (vgl. S. 86). Denn dabei hätten wir für eine Funktion die Werte in dem ganzen Bereich T zu bestimmen, 
die Werte 


während hier fir zwei Funktionen je indem halben Bereich berechnet werden miissen. 
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ch April 1932 
a). Mehrdeutige Lösungen bei Potentialströmungen mit freien 
Grenzen. 
“7 Von Stefan Bergmann in Berlin. 
rn (Aus dem Institut für angewandte Mathematik an der Universität Berlin.) 
er $ 1. Problemstellung. 
r 
e1 Aus den Differentialgleichungen der Hydrodynamik für die stationäre Bewegung einer 
N- Flüssigkeit ergeben sich, sobald man die Voraussetzung macht, daß Druck und Geschwindig- 
keit stetige Funktionen des Ortes sind, in bestimmten Fällen Folgerungen, die mit der Er- 
fahrung im Widerspruch stehen. So findet sich für einen Körper, der in einer unbegrenzten 
el und im Unendlichen ruhenden Flüssigkeit mit gleichförmiger Geschwindigkeit sich bewegt, 
T kein Bewegungswiderstand (d’Alembertsches Paradoxon). Andererseits weist die zugehörige 
I- stetige Lösung des Strömungsproblems negativen Druck auf, sobald die Geschwindigkeit an 
e einzelnen Stellen sehr groß wird; dies trifft insbesondere zu in der Nähe von scharfen Eeken 
€ und Kanten des eingetauchten Körpers, wo die Geschwindigkeit (unter der Stetigkeitsvoraus- 
N setzung) über jedes Maß wächst. Negativer Druck, d. h. Zugspannung, ist aber in der 
N Flüssigkeit physikalisch unmöglich. Helmholtz erkannte, daß in solchen Fällen eine zweite, 
1 allen Randbedingungen genügende Lösung der hydrodynamıschen Grundgleichungen vorhanden 
3 ist, die keine negativen Druckwerte aufweist, dafür aber eine bestimmte Art von Unstetigkeit 
e in der Gesehwindigkeitsverteilung. Das eigentliche Strömungsgebiet erfüllt nur einen Teil des 
e vom Widerstandskörper freigelassenen Raumes, im übrigen Teil befindet sich ruhende 
Flüssigkeit, die mit stetigem Druck, aber mit einem Sprung in der Geschwindiekeit in das 
Strömungsgebiet übergeht. Die Unstetigkeitsflächen sind ihrer Gestalt nach nicht vor- 
zegeben, wodurch die Randwertaufgabe, zu der die Bestimmung der Strömung in einem 
solehen Falle führt, von den üblichen Randwertaufgaben der Potentialtheorie gänzlich ver- 
| schieden ist. Es steht auch von vornherein nicht fest, ob die Helmholtzsche Lösung ein- 
| deutig durch die Vorgabe des Widerstandskörpers fest- 
relegt wird. 
In neuerer Zeit ist nun gezeigt worden, daß das . A, A; 
h Helmholtzsche Problem tatsächlich mehrdeutig ist. 2 ’ 
| Um diesen Mehrdeutigkeitsnachweis zu führen, betrachtet 
Villat die (ebene) Bewegung einer unbegrenzt ausge- N 0 
dehnten und im Unendlichen gleiehförmig strömenden r _- 
Flüssigkeit; sie umgibt einen Widerstandskörper, der aus Ju) 
zwei aneinanderstoßenden Platten besteht, die ihre hohle 
Seite der Strömung entgegenkehren (vgl. Abb. 1). Villat p y 
eibt nun zwei Lösungen an, wobei bei der ersten sich 
nur ein Totwassergebiet (hinter dem Widerstandskörper) (\. 
bildet (vgl. Abb. 1, freie Grenzen 4, und 4,), während MnZ: Hanse 
bei der zweiten Lösung außerdem vor dem Widerstands- Abb. 1. FE FR 


körper ein zweites Totwasser entsteht, welches durch 

die freie Grenze / von der strömenden Flüssigkeit getrennt wird (vgl. Abb. 1a)'). 
Anschließend daran hat Thirry gezeigt, daß eine stetige Folge neuer Lösungen (von 

der in Abb. la angegebenen Gestalt) existiert, bei der die Größe des vorderen 'Totwassers 

variiert?) Diese Mehrdeutiekeit in den hier betrachteten Fällen wird also dadurch verursacht, 


1) „Sur la determination des problemes d’hydrodynamique relatives A la resistance des fluides“, Annales de 
’Eeole Normale, III. Serie, 31 (10914) S. 4355-403. 

Kinen verwandten Fall der Mehrdenutigkeit betrachtet Herr Odquist in der Arbeit: „On the determination of 
eertain hydrodynamieal problems“, Arkiv för Matematik, Astronomi och Fysik, Bd. 19a. Nr. 30 (1925— 1927). Die bei 














Herrn Odanist auftretenden mehrdeutigen Lösungen sind in den Abb. 2 und 2a angegeben. Die freien Grenzen der 
ur PLIIIIIITIIITITTIITT N 
A 2 
1 2 
| A, 2 A; 
sssssssss9299092088%8 uunsssessnnnsnnnnesne 
Ränszz, Aarılza' 
Abb. 2. Abb. 2a. 
Strömung werden stets dureh diek ausgezogene Linien angedeutet. Die dünn ausgezogenen bzw. punktierten Linien 


eben die festen Grenzen (die Widerstandskontur bzw. Kanalwände) an. 
2) „Sur les solutions multiples des problemes d’hydrodynamique relatives aux monvements glissants“, Annales 
de V’Eeole Normale, III. Serie, 38 (1921) S. 229-339. 
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daß in der Nähe einer einspringenden Eeke die Bildung eines zweiten Totwassers vor dem 
Widerstandskörper mit den Bedingungen der Aufgabe vereinbar ist. 

Es sei noch hervorgehoben, daß bei dem hier betrachteten Körper (s. Abb. 1, la) die 
Ahlösunesstellen D. D’ durch die Form des Körpers festgelegt sind. Dagegen sind in den 
meisten Aufgaben, die in der hydrodynamischen Praxis auftreten, die Ablösungsstellen nicht 


von vornherein eindeutie zereben und außerdem tritt nur ein einziges Totwassergebiet (hinter 


dem Widerstandskörper) auf. Dementsprechend ziehen wir in der vorliegenden Arbeit nur 
Strömuneen mit einem einzigen Totwassergebiet in Betracht und suchen die Mehrdeutiekeit 
der Lösuneen des Helmholtzsehen Problems dureh Variieren der Ablösunesstellen 
zu realisieren. Unter diesen Voraussetzungen gelingt uns der Nachweis 
der Mehrdeutigkeit bei zwei Strömungstypen: 


I, Anströmung eines Widerstandskörpers durch eine Flüssigkeit, die durch feste Wände 
berandet ist (Kanalströmung. vel. Abb. 3, s. Fall Ib). 

Il. Ausfluß aus einer sich (einerseits) ins Unendliche erstreckenden Düse (Düsenströmung 
(freier Strahl), vgl. Abb. 4, s. Fall II). 


ee ; j SS _0Trm 
©” 2. lösung 
\ e- 


NZ. lösung Ey De 


EHIIIITTITTETTTIIIIE III III EI EI 2 222 
ya RA2ı6 7% 




















Abb. 8. Abh. 4. 


Man könnte versuchen, einen Schluß auf die Mehrdeutigkeitsfrage bei der Umströmung 
eines krummlinig begrenzten Hindernisses aus der Betrachtung eines polygonal begrenzten 
zu gewinnen. Wenn ein Hindernis durch ein konvexes Polygon umschlossen wird, so ist 
klar, daß an der ersten Keke, die der Strom erreicht, eine Ablösung stattfinden muß, da das 
Umströmen einer Ecke bei Vorhandensein eines Potentials nur mit unendlicher Geschwindig- 
keit, also bei negativem Druck, möglich wäre. Die Frage, ob mehrere Lösungen bei der 
eleichen Ablösungsstelle vorhanden sind, ıst verschiedentlich behandelt worden und muß im 
wesentlichen verneint werden’). Offenbar ıst aber _ die Übertragung dieses Resultats auf 
unsere Aufgabe nicht möglich, da man, wenn keine Ecken vorliegen, nicht von vornherein 
dlie Ablösungsstelle kennt. 

Bekannt sind die folgenden Erscheinungen: Ist ein sich erweiterndes Rohr gegeben, 
so weiß man, daß die Strömung sich an den Stellen D und D’ von der Wand ablöst und in 
einem eneen Strahl, der sieh erst ın weıter Entfernung wieder an die Wand anschmieet. 
strömt (Abb. 5). falls man keine Vorkehrungen zur Einstellung eines bestimmten (von außen 
erzwungenen) Druckes längs der freien Grenze DE trifft. yringt man jedoch längs DB 
Seitenöffnungen an, «die man mit einer Saugpumpe in Verbindung bringt, so verbreitet sich 
der Strahl (vgl. Abb. 5a), bis schließlich bei genügend starker Saugwirkung die Strömung 
das Rohr vollständig ausfüllt. Eine ähnliche Erscheinung tritt bei einem angeströmten Körper 


B BC 
FOR, rw 
Razıs 15a 


\hh. » Abb. »a. 








(etwa einer Kugel) ein. Dureh Absaugen nach Innen an den Stellen D und D’ kann man 
bewirken, «daß das hinter dem Körper sieh bildende Totwassergebiet DBb’D’ (Abb. 6) wesent- 
lich verkleinert wird (Abb. 6a). Diese Erscheinungen werden von Prandtl und seinen 
Schülern als eine „Absaugung der Grenzschichten“ erklärt’). Es scheint jedoch, als ob es sich 


)) Vel. dazu A. Weinstein, Ein hydrodynamischer Unitätssatz, Math. Zeitschr. 19 (1924) 8. 23-7). — 


4. Hamel,. Ein hydrodynamischer Unmitätssatz, Verhandlungen des 2. intern. Kongresses f. tech. Meehanik, Zürich 
1926. (Orell Füssli Verlig, 1927.) \.Weinstein, Sur les jets liquides A parois donnees, Rend. d. R. Accademia 
naz. d. lineei, IV, Ser. 6a, 20 Sem. (1926) S. 119-123. \.Weinstein, Sur le theoreme d’existence des jets liquides 
Rend. d. R. Acendemia naz. d. lineei V. Ser. 6a, 10 Sem. (1927) S. 157-161. IH. Wevl, Strahlbildung, nach der Kon- 


tinnitätsmethode behandelt, Nachr. v.d. Gesell. d. Wissenseh. z. Göttingen, math.-phys. Kl. (1927) S. 227-237. Vel. eben 
falls die zusammenfassende Darstellung von A. Weinstein, Zur Theorie der Flüssigekeitsstrahlen, Math. Zeitschr. 31 
(1929) 8. 424-499. 


1) Vol. dazu 2. B. .). Ackeret, „Grenzschiehtabsaugung*, Zeitschr. d. Ver. deutscher Ingen. (1926) S. 1153 bis 
1159: „Über Grenzsehiehtabsangung*"*, Verhandlungen des 2. Internationalen Kongresses f. teehn. Mechanik in Zürich 
(1926) SS. 469 464: und O. Schrenk, „Versuche an einer Kugel mit Grenzschiehtabsangung*, Zeitschrift f. Flugteehnik 


md Motorsehiffahrt 17 (1926) S. 366, wo dieser Voreane als Absanenne der Grenzsehicht bezeichnet wird. 
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hier um einen Vorgang handelt, der im Rahmen der Theorie der idealen Flüssigkeiten ohne jede 
zusätzliche Annahme gedeutet werden kann. Man muß nur zeigen, daß es Strömungen vom 
Typus der Helmholtzschen Lösungen gibt, die allen Randbedingungen zenügen, aber ver- 
schieden begrenzte Totwasserräume (verschiedene Ablösungstellen) und zugleich verschiedene 
Druckverteilungen besitzen. Im Falle der Abb. 7 bzw. 7a ist dies unmittelbar ersichtlich. 


A 
PERMIR BO 2, 
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Abb. 7. Abb. Ta. 








Es gibt (abgesehen von Zwischenfällen) einerseits die Lösung Abb. 7, bei der das Wasser 
ungestört weiterfließt und die Rohrerweiterung durch einen Totwasserraum "erfüllt wird. 
Andererseits 7a mit voll angefülltem Rohr; aber bei dieser zweiten Strömungsform ist der 
Druck an der Stelle D infolge der Konvexität der Berandung wesentlich geringer als der 
durehsehnittliche. Es ist verständlich. daß man 7a erzwingen kann, indem man durch Ab- 
saugen dafür sorgt, daß der Druck an der Stelle D niedriger gehalten wird, als es der 
Strömung 7 entsprechen würde. 

Von diesem Gesichtspunkt gewinnt die Frage nach der Mehrdeutigkeit der Helm- 
holtzschen Lösungen eine besondere Bedeutung. Wenn es gelingt, zu zeigen, daß bei der 
Umströmung eines Körpers nach Abb. 6 mehrere Lösungen entstehen, die sich erstens in der 
Ausdehnung und im Ansatzpunkt des Totwassers (Ablösungstelle), zweitens im Verhältnis 
der Drucke vor und hinter dem Körper voneinander unterscheiden, so wird man darin eine 
Erklärung der Absaugungserscheinung auch in diesem Falle erkennen. Kine andere Frage, 
die durch die vorliegende Untersuchung nicht berührt wird, geht dahin, welche Lösung sich 
von selbst, d. h. ohne Einwirkung von außen, einstellt. Man kann hier etwa eine Annahme 
der Art machen, daß Strömungen mit geringeren Druckdifferenzen stabiler sind, und daß 
daher — bei Abwesenheit unmittelbarer innerer Einwirkung diejenige Lösung physikalisch 
realisiert wird, bei welcher die Druckunterschiede möglichst klein werden. Diese ganze Über- 
legung ist offenbar nur möglich, wenn in der Helmholtzschen Theorie solche mehrdeutige 
Lösungen auftreten, die bei derselben festen Berandung und Zuflußgesch windigkeit Strömungen 
mit verschiedenen Drucken längs der freien Grenze und verschiedenen Abftlußgeschwindig- 
keiten ergeben. 

Die folgende mathematische Untersuchung der Mehrdeutigkeitsfrage, die in dem Fall 
von Kanal- und Düsenströmungen zum Nachweis solcher mehrdeutigen Lösungen führt (vel. 
Abb. 3 und 4), ist durch die eben dargelegte physikalische Fragestellung angeregt worden, 
die mir dureh Mitteilung von Herrn v. Mises bekannt wurde). 


$ 2. Die Strömungstypen I und Il. 


Die stationären und wirbelfreien Strömungen, die wir im folgenden betrachten, sind 
stets zweidimensional, d. h. wir setzen voraus, daß das Strömungsbild in allen Ebenen, 


die zu einer festen Ebene (der “y-Ebene) parallel sind, das gleiche sei. Bedeuten dann 
u (,9y), ev (x, y) die Komponenten der Geschwindigkeit, so läßt sich die Strömung in bekannter 
Weise aus einem komplexen Potential f)=g (w,)+iyie,y), z=x#r-+iy, ableiten, so daß 
df = 
m—=uU ın" er Fa ee. ee © a. 
dz Kae) 


5) Die Mehrdeutigkeit in den Untersuchungen von Villat und Thirry kommt für diese Zwecke nieht in 
Betracht, da dort VY=1Vo, und somit p=po (vgl. dazu 9 2) ist. Fo. po bedeutet dabei die Geschwindigkeit und den 
Druck auf der Zufluß-, N’, p auf der Abtlußseite. 
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gilt, wo f(z) eine analvtische Funktion von 2° 2—+iy ist. Die Strömungslinien sind durch ®) 

Ve ae A 


gegeben, und die Beziehung (2.2) gilt auch längs der festen und freien Berandungen des 
Strömungsgebietes, da dieselben Strömungslinien sind. Auf den freien Berandungen, die das 
Strömungsgebiet vom Totwasser abgrenzen, also Unstetigkeitslinien für die Geschwindigkeit 
sind, gilt außer (2.2) die Beziehung 
df f 2 
| CONS Du 8 N BE EN he a, 2.0), 
dz i \ ) 
wie sich aus der Stetigkeitsvoraussetzung für den Druck p und der Bernoullischen 
Gleichung 


| 
sw’ + p const, 


die auf beiden Seiten der Unstetiekeitslinie gelten muß, ergibt. 


Ist zH=-.cM+tiny(t), e<t x, die Gleichung einer Strömungslinie (die Be- 
weeung erfolge im Sinne der wachsenden # (und bedeutet *) w=u-+ir den Geschwindigkeits- 
vektor, so wollen wir den Grenzwert lim »w |z (f)] bzw. Iım »w|z (f)|, sofern er existiert, als 

> 4 it>«& 
ZAufluß- bzw. Abflußgeschwindigkeit längs der betrachteten Strömungslinie bezeichnen. 


Wir untersuchen im folgenden die beiden Strömungstypen: 
I. das Anströmen eines (Widerstands-)Körpers, 


Il. den Ausfluß aus einer sich (einerseits) ins Unendliehe erstreekenden Düse 
(freier Strahl). 


Im Falle I stellt sich das Strömungsbild folgendermaßen dar: 


Es gibt eine Strömungslinie, die in einem Punkte 0 (dem Staupunkt) mündet, sich dort 
verzweigt und in zwei Fortsetzungen zunächst längs der Berandung des Körpers läuft, um 
sich dann in den Punkten DI und DH vom Körper abzulösen und sich in der Flüssigkeit ins 
Unendliche zu erstrecken. Bezeichnen wir mit ol! und o! die auf dem Körperrand liegenden 
Teile OD! und ODN dieser verzweigeten Strömungslinie, die nach DI und DU folgenden Teile 
mit Zl und ZU, so besteht die Berandung des Strömungsgebietes aus den freien Grenzen 
‚! und 4, den festen Grenzen ol! und oM! und evtl. der festen Wände der ursprünglichen 
"lüssigkeitsbewegung. 


Wir unterscheiden demnach bei I die beiden Unterfälle: 


la. Die Flüssigkeit erstreckt sich unbegrenzt, d. h. außer o! und oH existieren keine 
weiteren festen Grenzen (Abb. 8). 

Ib. Die Flüssigkeit wird durch zwei sich beiderseits ins Unendliche erstreckende 
Wände begrenzt, die wir mit @d und «! bezeichnen (Kanalströmung) (Abb. Sa). 
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Verfolet man im Falle II die Strömungslinien, die vom Unendliehen kommend zunächst 
längs der beiden Wände der Düse laufen, so lösen sich diese in den Punkten D! und DN ab 
und die darauffolgenden Teile 4! und 41, die sich wieder ins Unendliche erstrecken, sind die 
freien Grenzen der Strömung. Das ganze Strömungsgebiet wird von den beiden äußersten 
Strömunegslinien » I-+ m! + 41 bzw. vr!!! + 41 begrenzt (Abb. 9). 


®, Im der imaginäre Teil. 
\ Kin (dünner) Strieh iiber einer Größe bedentet den Übergang zu der konjugiert Komplexen. 
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$ 3. Die Anwendung des Lindelöfschen Satzes auf die Strömungstypen I und Il. 


In bezug auf die Mehrdeutigkeitsfrage zeigt nun der Fall Ta gegenüber den beiden 
andern ein unterschiedliches Verhalten, und zwar indem Zusammenhang zwischen 
ler Zufluß- und Abflußzeschwindigekeit der Strömung. Um dies näher auszuführen, 
machen wir Gebrauch von einem funktionentheoretischen Satz von Lindelöf®): 


Von der Funktion A(z) sei vorausgesetzt, daß sie im Innern eines Winkelgebietes 
analytisch und beschränkt ist und abgesehen von der Spitze P noch auf den (im allge- 
meinen krummlinigen) Schenkeln stetig ist. Konvergiert A(z) gegen bestimmte Grenzwerte, 
wenn man sich der Spitze P längs der beiden Schenkel nähert, so sind die beiden Grenz- 
werte einander gleich und Adz) konvergiert gegen diesen gemeinsamen Wert 
«nf jedem Weg innerhall, des Winkelgebietes. 


Im Falle Ia wenden wir diesen Satz an, indem wır für Adz) die 
Funktion » (z) und für den Punkt P den unendlichen fernen Punkt setzen. 
Wir setzen außerdem ausdrücklich voraus, daß auf den freien Grenzen die 
Strömung bestimmte Abflußgeschwindigkeiten besitzt, d.h. daß auf 77 (2 = 1,1) 
die Grenzwerte 





lim w (2) = u,„e '%%» =) . 7... WED 
N Abp. 10. 


existieren®). Der Lindelöfsche Satz ergibt dann, daf 
dı e 47 (y e 4 - te iy a i ; . . ; ; ; A 2 A R ; i (3.2) 


ist, und daß die Zufluß- wie Abflußgeschwindigkeit auf jeder Strömungslinie denselben 


Wert ae" hat. da ja 
a ee nn ed ee an ee A 
_—>1L 


für einen beliebigen Weg ist, der im unendlich fernen Punkt mündet. Man kann also hier 
kurz von einer Zufluß- und Abflußgesehwindigkeit einer Strömung sprechen 
und beide sind einander gleich. 


Um dieselbe Überlegung im Falle Ib anwenden zu können, setzen wir voraus 


I. längs der Kanalwände «! und I besitzt die Strömung bestimmte Abfluß- und 
Zuflußgeschwindigkeiten, 
2. auf den freien Grenzen /! und ZU existieren bestimmte Abflußgeschwindigkeiten. 
Der Lindelöfsche Satz, angewandt auf die Funktion » (z) für die drei (unendlichfernen) 
Punkte, in denen 
a) .d und ul! 


b) / und «u! oder 4 und ul 
zusammenstoßen, ergibt: 


a) die Zuflußgeschwindigkeiten auf «! und « sind einander gleich und 
es existieren aueh die Zuflußgeschwindigkeiten auf jeder Strömuneslinie 
und sind gleich diesem gemeinsamen Wert, 

b) die Abftlußgeschwindigkeiten auf «I und 4 (bzw. «ll-und 0) sind gleich und die 
Abflußgeschwindigkeit auf jeder Strömungslinie, die in jedem der beiden Streifengebiete 
(zwischen /! und ıJ, bzw. / und «!) verläuft, existiert und ist gleich diesem gemeinsamen 
Wert. Es gibt also im allgemeinen, entsprechend den beiden Streifengebieten, nur zwei 
verschiedene Abflußgeschwındiıerkeiten. 


Ebenso setzen wir im Falle II (Düsenströmung) voraus, daß längs der Gefäßwände 
die Strömung bestimmte Zuflußgeschwindigkeit besitzt und bestimmte Abtlußgeschwindiekeiten 
längs der freien Grenzen existieren, so daß der Lindelöfsche Satz ergibt, daß eine ge- 
meinsame Zuflußgeschwindigkeit und auch eine gemeinsame Abfluß- 
eeschwindigkeit für alle Strömungslinien existieren"). 


8) Vgl. dazu z. B. G. Julia, „Lecons sur les fonetions uniformes a point singulier essentiel isole*, (Paris) 
S 58 nnd 59, S. 94 bis 96. 

») Die Existenz von lim |e (2)| folgt schon aus (2.3), so daß @.1) außerdem nur die Existenz von lim y, verlangt. 

—>ıs 

10) Tech möchte bei dieser Gelegenheit darauf hinweisen, daß man unter Benutzung neuerer aus der Poisson 
Jensensehen Formel hergeleiteter Ergebnisse (siehe z. B. R. Nevanlinna, Le theoreme de Pieard-Borel et 
la theorie des fonetions meromorphes, Paris 1929) Für die Theorie der Strömungen mit freien Grenzen wiehtige Sätze 
foleern kann. 
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Während ım Falle Ja dureh dıe Vorgabe der Zuflußzgeschwindiekeit die 


Abflußgescehwindigkeit eindeutig bestimmt ist (und zwar ihr gleich ist), ergibt 


die Anwendung des Lindelöfsehen Satzes in den Fällen Ib und II keine Beziehune 


zwischen der Zufluß- und Abflußgeschwindiekeit. Bei vorgezrebenem Wider- 
standskörper oder vorgegebener Austflußdüse existiert eine solehe im allgemeinen auch nicht. 
Die in der vorliegenden Arbeit nachgewiesene Mehrdeutigkeit (s.$ 11) des Helmholtzschen 
Problems äußert sich nämlich auch darin, daß die verschiedenen Lösungen bei 


demselben Widerstandskörper oder derselben Ausflußdüse und gleicher 


/uflußgeschwindigkeit verschiedene Abflußgeschwindigkeiten besitzen. 

Im Hinbliek auf diesen Unterschied ziehen wir für die Untersuchung der Mehr- 
deutigkeitsfragen nur die Strömungen Ib und II ın Betracht und bezeichnen von jetzt 
ab den Fall Ib einfach mit !. 


$ 4. Der Geschwindigkeitsplan erster und zweiter Art einer Strömung. 


Wir machen von jetzt an die Annahme, daß bei den beiden Strömungstypen I und Il 
der sogenannte symmetrische Fall vorliegt, d.h. daß das Strömungsgebiet eine Symmetrie- 
linie besitzt, die dann selbst Strömungslinie ist. Im Falle I ist es die Strömungslinie, die in 
den Staupunkt O mündet (vgl. S. 95). Wir wählen diese zur negativen #-Achse, den Staupunkt 
zum Koordinatenanfangspunkt und fixieren die addıtive Konstante im komplexen Potential 
so, daß 


u. 1 


wird. Es genügt, wenn wir nur den Teil des Strömungsgebietes betrachten, der auf der einen 
Seite der Symmetrielinie liegt, etwa oberhalb. Die Berandung dieser Hälfte des Strömungs- 
eebietes besteht aus der Stromlinie vr ++, die sich aus der negativen Achse v, dem 
Teil » vom Staupunkt bis zur Ablösungsstelle und der freien Grenze / zusammensetzt, und 
der festen Wand u des Kanals'') (vgl. Abb. I1 und 12). 





Pr | Um den Fall II gemeinsam 
Mr Br ii mit I behandeln zu können, setzen 
Me Ar u wir voraus, daß die Wände der Düse 


\ vom Unendliehen kommend zunächst 
, Ce en eg 


| einander parallel laufen, um dann 


. 
un 


. u \ 
N Al3 ut 


s r | ’ . N . 
| a qQ al | un eine Verengung der Offnung zu bilden 
1/0 r» 
N eng $ 7 . u — j” (vgl. Abb. 12). Wir betrachten nur 
ASS Ans" 


die Hälfte des Strömungsgebietes, 

Abb. 11, Abb. 12. die unterhalb der Symmetrielinie 

sich befindet, legen die negative 

reelle Achse » in den geradlinigen Teil der Wand, der zur Symmetrielinie parallel läuft, den 

Koordinatenanfangspunkt zu Beginn der Verengung, bezeichnen mit » den längs der Wand 

verlaufenden Teil der Stromlinie vom Koortdinatenanfangspunkt bis zur Ablösungsstelle und 

mit 4 die freie Grenze. Wird wieder (4.1) vorausgesetzt, und bedeutet « die Symmetriegerade, 

so wird ın beiden Fällen I und II auf der Stromlinie » + +7 bei der gewählten Normierung 
Y=0 sein und auf «:y'  const. Es wird somit in beiden Fällen durch 


f 
Des, sch Wis sel a en sa, 
die betrachtete Hälfte A des Strömungsgebietes auf den Parallelstreifen & der ÖÜ-Ebene ab- 


7 ıhı » Ior 7 7p1P » ıp In 1 ,y* r[ ’ 
17 E-Ebene eebildet. Hierbei bezeichnen wir die Bilder von v, w, 


"- ’ 
5 


FE sh 24 ; 1-5 
DIET TITIETITO III TEILT III DO III TIITTIIT III IE IIIIIIIIITTTT / ’ AA mit v , “ >) [2 9 “u (v ıst die negat I ve, vr j 4 die 
4 N A . positive reelle Achse). Die Breite des Streifens © sei a. 
ee a Se (x . ‘ . v \ e un 4 
Sa op ri 9 Die Gerade w’ ist also durch die Gleichung z={-+ ia. 
v [42 E E . y. ns n . .. 
. ————— Z=£+in gegeben. Wir führen außerdem mit Kirch- 
ynslo ad /; A, A, - > So . : ’ 
Abb. 13. hoff zur weiteren Untersuchung die Funktion 
FG dz | 13 
a a ee 


ein, die man auch den Gescehwindigkeitsplan der Strömung nennt. Die Funktion 
F(£) betrachten wir nur im Streifen Z. Sie ist dort analytisch und erfüllt auf 4’ die Bedingung 


IF const Er u VE a a (4.4), 


11) Wir lassen bei vr, @, 4, die oberen Indizes (1 bzw. ID wee. 


p 


‘d 


En 
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10] 
Überdies ist im Falle I F(£) im Punkte [=0, der 
dem Staupunkt entspricht, unendlich, weil ja dort die Geschwindigkeit mw gleich O0 sein muß. 
Vermöge des Gescehwindigkeitsplanes F(£) schreibt sich die Abbildung des Streifens < 
auf das Strömungsgebiet A in der z- Ebene, wie aus (4.3) und der Normierung z(0)=0 folgt 
z(ö)=\F(s)ds (4.5). 
0 
Umgekehrt stellt eine im Streifen 
einen (Geschwindigkeitsplan einer in der 





definierte und dort analytische Funktion FL) 
obigen Weise normierten symmetrischen Strömung 
vom Typus I dar, wenn folgende drei Bedingungen erfüllt sind: 
I. F(£) wird in 0 unendlich, und das Integral (4.5) existiert in diesem Punkte 
2, Die Beziehung (4.4) ist auf einem sich ins 
positiven reellen Achse erfüllt. 
3. Das Integral (4.5) bildet den Streifen 


Inendliche 
Achse gemeinsam hat. 


erstreckenden Teil der 

Z schlicht auf ein Gebiet ab, das ganz in deı 

oberen Halbebene liegt und dessen Berandung mit der w- Achse nur den negativen Teil der 
die Bedingung 2 


ww 
° 


bleibt bestehen in derselben 


Form und 9 
> 


— 


Für den Strömungstypus II ist das Unendlichwerden von F(£) nicht mehr notwendig, 
>. Das Integral (4.5) bildet den Streifen 
serlaufende (Gerade gehören. 


ist zu ersetzen durch: 


wenn siıe die 


schlicht auf ein Gebiet der z- Ebene al, 

Eine Funktion F(£) soll ein Gesehwindigkeitsplan erster bzw. zweiter 
heißen, 

schwindigkeitsplan erster bzw. zweiter Art führt 


zu dessen Berandung die negative reelle Achse und eine zu ihr parallele, oberhalb von ihr 
Art 


Bedingungen 
strömung (Typus I und II). 


I, 2, 3, bzw. 23, ru 4 
also zu 


erfüllt. Ein Ge- 
einer Kanal- bzw. 
— * | * 
m. im =— (4.6), 
pt, Fl 
vergeben, wenn [,‘” 


Düsen- 
Mittels des Geschwindigkeitsplanes F(£) sind die Zufluß- und Abtlußgeschwindigkeit durch 
ae Ta 

) 


| 
Be N, 9% 
f >) F(Ö) 
und [,” die beiden unendlich fernen Punkte des Streifens 


+... (49 
S bedeuten. 
$S 5. Die Strömung .. 

Wir betrachten ein Gebiet I ın der r-Ebene, das ganz ım ersten (Quadranten liegt, durch 
zwei Geradenstücke ! und n», die sich von den Punkten 1” und N” ins Unendliche er- 
streeken, und dem Kurvenzug 1” D” P" M”" N” begrenzt ist, so daß, wenn in Polarkoordinaten 
T  oel” gesetzt wird, 

/ ri 
U en 
Un yr T- £oene Y" 7 -Ebere 
Ry a! p" 
ki PP" : T T 
a . } 
\ : 
& ” 7 N R 
VE — 1 Welse. ee > 0% / d AEE a | . 
LRAzIEZ" | N URIT n 
Abb. 14. Abb. 14a. 
* y’r [77 T - 
auf P'M': O=const=a, Va = (>.1), 
ım Punkte D’’: 9) a+9, 0) 9° a, wenn a 0 ıst (9.2), 
auf l: 9=-const=ß, aH9d=p=, . (53), auf n: 9-0 (2.1), 
auf D’ PP”: 0 = CoNnst u _ (D.D). ım Punkte N’: o | (3.6), 
sılt. Wir setzen außerdem voraus, daß der Winkel © nieht zunimmt, wenn man die Berandung 
des (Gebietes IT, beginnend im unendlich fernen Punkt, im positiven Sinne durchläuft 
(Abb. 14). Im Falle a=0 sollen die Punkte N” und P’” zusammenfallen, 
Berandung das ganze Kurvenstück IP’ .M”’ A 


in der 


so daß 
auf einen Punkt zusammenschrumpft (Abb. Ita). 
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Wir verstehen von nun ab unter F(£) diejenige Funktion, die durch die folgende 
Forderung festgelegt ist: 


were, ee RN FERT 7 


soll den Streifen Z auf das Gebiet IT konform so abbilden, daß den Punkten © =0 und den 
beiden unendlich fernen Punkten Z£,'”, Z,® des Streifens Z die Punkte =», r=- bei“ (der 
Punkt P’) und 7 I (in der Abb. 14. I4a mit 9” bezeichnet) in derselben Reihenfolge ent- 


sprechen. Für «dıe so definierte Funktion F(£) beweisen wir: 


Satz I. Die Funktion F(£) ist (für beliebiges a) ein Geschwindigkeitsplan erster Art, 
für a=Vd auch ein Geschwindigkeitsplan zweiter Art. 


Beweis. Über das Verhalten von F(£Ö) in den Punkten £-0, £,® und £,'” bemerken 
wir vorerst: 
a) Für Z=0: Fi) 26). wo z(£) einen Pol erster Ordnung in Ü==0 besitzt'?). 


bh) Für £,” und Z£,” gelten die Reihenentwicklungen '*) 


inc, : Fleö)=bei®+b,e 2a +b,e 2a +..... a Arien TÜREN, 
in E ”. FL) | | c,e« 4 I — ie f : / 3 j ’ - x . (2.9). 
| >= Ä Ft | De - Kanne 
Aus dem Verhalten für £ 0 folgt wegen z 5. daß das Integral (4.5) existiert und 


somit die Bedingung 7 (S. 101) für den Geschwindigkeitsplan erfüllt ist. 


Die Bilder der Punkte D”, MM”, N” ım Streifen Z bezeichnen wir mit D’, M’. N’, die 
Strecke 0’ D’ mit ©" und den "Teil der positiven «-Achse ab D’ mit /%. 4 ist dann das Bild 
von D’” P'" und weeen (5.5) ıst auf 7° 


FieEN= BE) . ee ie ah 


Somit ist auch die Bedineung 2 befriedigt. Es bleibt also nur noch das Be- 


stehen von 2 bzw. 2’ (S. 101) zu verifizieren. 

Nach einem bekannten Satz der Funktionentheorie '*) genügt es, hier zu zeigen, daß bei 
der Abb. (4.5) das Bild des Randes von © schlieht ist. die neeative reelle Achse enthält und 
ım Falle I sonst eanz oberhalb der reellen Achse verläuft. im Falle II eine zur reellen Achse 
parallele Gerade enthält. 


Auf der Berandung des Streifens Z ist „7 const, so daß wir (4.5) auch in der Form 


>1 
:()=rlö)+iy(ö) F(ö)dl PIE HIN PD) dE, FOI=-PI HIV, Ses+tin (11) 
u ı) ı 
schreiben können. Das Bild » von v’ in der z-Ebene wird wieder die negative reelle Achse 
sein, da auf »" (dem Bild von U’) YI)=0, dEZO und him PD) =1F0 ist. Aus B.11) 
—>, 7) 
ist weiter sofort zu ersehen, daß (I) und y(£) nicht abnehmen werden, wenn wir Ü=-£&£ vom 
Nullpunkt ausgehend ©’ und 4°” durchlaufen lassen, da dort P(I)=0, VOI=ZO, dE>VO 
ist. Die Bilder » und / von »' und 2’ (in der z-Ebene) werden also wieder schlicht, und 
infolge: Ihm FD) be“ $0 wird sich Z ins Unendliche erstreeken (vel. Abb. 11 und 12, 
—>_,' L ) 
S. 100). Der Winkel, den die Tangente an das Kurvenstück » +7 mit der :- Achse bildet, ist 
überall dureh 


ılz u 
are —=arc FÜ) a. a a VE ar EP 
A. 
1?) Wie man dureh die Transformation r’ ’ ohne weiteres einsieht. Im Falle, daß anstatt (3) auf 7 mur 
lim gilt, kann man unter Heranziehung tiefer liegender Sätze über das Verhalten der Kreisabbildungsfunktion 


—> |) 
in der Umgebung eines Randpunktes mit einer stetigen Tangente in den meisten für die Praxis wichtigen Fällen das 
Krfülltsein von I erschließen. 


13) Durch die Transformation / ‘ a bzw. t=e“ eht der Streifen > in die obere Halbebene über, so daß 
‚> bzw. <a") der Punkt ?=0 entsprieht. Das Sehwarzsehe Spiegelungsprinzip erlaubt dann anf die Analizität 


In | t bzw. t zu sehließen. 


14, \ rl. BR. W. R. )serovod . lehrbneh der F unktionentheon ie, Bd. | (?. \nflagwe, leipzig tl. Berlin, 10912) S.8371. 
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vereben, wird also längs »+% sich nur in einem Sinne ändern und die Werte von P bis «a 
durehlaufen. Das Kurvenstück ®-+4 ist somit bei diesem Durchlaufungssinn „im ganzen 
negativ“ gekrümmt'’). Im Falle a >0 erhalten wir das Bild « von u’, indem wir schreiben 


ur 
2?) +iylö)=\FÜÖ)AEH\FOdE .. . 0.0... 015), 
u x’ 
wo Zy- den Wert von Z im Punkte .\V’ bedeutet. Durch die Punkte M’ und N’ zerfällt «’ in 
die Teile u’, ws’, 4,, wo 4, —=M’N’ ist und u,’ bzw. u,’ den Punkt £,‘” bzw. [,” enthält. 
Durchläuft hier &<=&+ia zunächst u,’ + u,', so lassen sich aus dem zweiten Integral in (9.13) 
analoge Schlüsse wie für »’ +4’ ziehen, so daß auch das Bild u«,+ u, von 4,'—+ u,' eine stetige 
Kurve wird, bei der aber der Winkel, den die Tangente mit der »- Achse bildet, sich in um- 
zekehrtem Sinne ändert (nimmt nicht ab), wenn man w,-—+.«,, ausgehend vom Bildpunkt N 
von N’ durchläuft, so daß die Kurve uw,+u, bei diesem Durchlaufungssinn „im ganzen 
positiv“ gekrümmt ist'®). Hierbei wird z, offenbar ein Geradenstück, «das sich ins Unendliche 
erstreckt und mit der x-Achse den Winkel a bildet. Endlich wird das Bild «, von «,' ein 
zur negativen reellen Achse paralleles Geradenstück, das sich ins Unendliche erstreckt, da 
auf a, wieder F(£) reell, dE<O und lim FE +ia)=1F0 ist. 
so v. 
Im Falle «=0 bleiben die Überlegungen für v», © und A dieselben. Das Bild « von u 
wird dagegen eine zur reellen Achse parallele Gerade, da in diesem Falle auf a’: F(&) reell ist. 
Um die Schlichtheit der Abbildung zu beweisen, muß noch gezeigt werden, daß die 
beiden Kurvenzüge v+o+74 und u—=u, + u,—+ 1, bzw. « sich nieht schneiden. 
Wie schon angegeben wurde, hat F(£) für Z,® die Entwicklung (5.9), also gilt in der 
Umgebung von [, | 


7 E T 


2()=\Fls)ds+| F(s)ds=z2l(&,) + —L)+e, Pe a FE 0 
7 


0 0 


E= 


wo Re({,)'") negativ und dem absoluten Betrage nach genügend groß ist. Aus (5.14) folgt, 
daß die Gleichung der Geraden auf der «, liegt bzw. im Falle «0 der Geraden u 


eier, a er Er 3 


lautet, wobei Ah reell ist, da für a0 die Gerade (5.15) in die reelle Achse übergehen muß. 
Nun ist a >0, also liegt «, bzw. « in der Entfernung «a oberhalb der reellen Achse, d.h. 
oberhalb »v. 


Ebenso ergibt die Entwicklung (5.5) in der Umgebung von ZI,” 
‘ T\ 7% 
= e Y N - I) o . Ya Ja Ya - r} 
2()=\F(s)ds+\F(s)ds=z(£,)+beir(C—L)—b, e e 4.2... (2.16). 
N + 7 
Aus (9.16) folgt, daß die Kurve » +4 die Asymptote 
BE er EN, as Ver 


besitzt, während die Gleichung der Geraden, auf der «u, liegt (a 0) bzw. der Geraden 
«(a =0) durch 


eier . 2 sea 


gegeben ist. Der Streifen, der durch die Asymptote (5.17) und die Gerade (5.18) gebildet 
wird, geht also durch die Transformation 


Be ea 


aus dem Streifen Z hervor. Da diese Transformation abgesehen von der Streekung und 


rn . . ro. . . „T . . 
ranslation eine Drehung um den Winkel « bedeutet, wobei 0=a< , ist, so wird u, bzw. u 


(im Falle «= 0) oberhalb der Asymptote (5.17) liegen. Andrerseits wird die Kurve +4, 
da sie „im ganzen negativ gekrümmt“ ist, ganz unterhalb der Asymptote (5.17) liegen (der 
Tangentenwinkel auf ® +4 ist größer als a). Im Falle «= 0 liegt somit u oberhalb 
»+4 und oberhalb » und kann also den Kurvenzug v+m-+4 nicht schneiden. 


. Wegen dieser Definition vgl. Study Blaschke, Konforme Abbildung einfach zusammenhängender Bereiche. 
(Leipzig und Berlin 1913) S. 112. 


16), Re der Realteil, Im -- der Imaginärteil, 
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Für a »VO liegt w, oberhalb der Geraden'(5.15) auf, da der Tangentenwinkel auf «, 
kleiner ist als dem Winkel a, den die Gerade, auf der «, liegt, mit der «-Achse bildet. Es 
liegen somit die Kurvenzüge „tu, und ®+/4 auf verschiedenen Seiten der 
Asymptote (5.17) und können sieh nieht schneiden. Da andererseits, wie früher 
zezeigt wurde, «, oberhalb von » liegt, und «,—+ u, noch oberhalb der Geraden, auf der u, bil 
liegt, so verlanfen u u, + 10,+ 0, und » +o-+% getrennt. Hiermit ist die Schlichtheit der 








®- f 
Abbildung (D.11) in allen Fällen nachgewiesen. j’ 
Da m» + % ganz oberhalb der reellen Achse verläuft, so ist die Bedingung 3 immer erfüllt, de 
d.h. FL) ist ein Geschwindigkeitsplan erster Art (für jedes a). dir 
Für @« 0 ist v eine zur reellen Achse parallele Gerade, d.h. die Bedingung 3 ist dann 
ebenfalls befriedigt. Fi) ist also für a V auch Geschwindigkeitsplan zweiter Art. 
Die Kanalströmungen und die Düsenströmung, zu welchen der Geschwindigkeitsplan F(£) 
führt, wollen wir unterschiedslos mit I bezeichnen. Die Zuflußgeschwindigkeit w. und die ah 
Abtlußzeschwindiekeit »*, von 2 sind nach (4.6), (4.7): m 
| 2 E 5 er A 
1". im =— b a 5 KR, I, um =: ein  MBBER 
> FL) pie Fl) b 
Aus (5.15) war zu ersehen, daß die Zuflußbreite'”) (in der z-Ebene) gleich «a ist. Die 
Abtlußbreite [die Breite des Streifens zwischen der Asymptote von +4 und der Geraden 
(5.18)| ist dann gleich ab, weil der letztgenannte Streifen aus Z durch die Transformation w 
(2.19) hervorgeht. pP 
b»kannalsoals Quotient derZufluß-und Abflußbreite definiert werden'*). 
$ 6. Die Multiplikatorfunktion G,„(£) und ihre Eigenschaften. 
Es sei in der komplexen #-Ebene ein Gebiet PD" J' K' gegeben, das von zwei kon- 
zentrischen Kreisbögen und zwei Geradenstücken begrenzt ist, so daß 
auf P'D': arct=0 ...,\ (6.1). auf J'K': aret- eonst na: (6.2), 1 
auf DY.T": ee 4°. (6.3). auf P'RK': ie BERBETE. (6.4) 
! 
‘ A ‚ . . a 1 
ist (Abb. 15). Wenn a > 0 ıst, setzen wir außerdem 5 
a<» ee ee u 
voraus, und ım Fall «== 0: 
JT ri 
- ) BE A re BE SD 
_ 1> 
N d 
0* gi 
e [4 
m L, 
t, 
L; 
bo ei 
Manz “ S 
\bh. 15. Abb. 16. 
Ks bedeute g(#) eine Funktion, die die Viertelebene 3: Re(f) 0, Im(f) >0 auf das 
(ebiet P' D' I" K' abbildet. so daß 
yıı) ( ; i ! y 4 d ? r (6.7). i Im) | i i ; . ; : - ; ; (6.5) 
wird. Die Funktion y (mt), wo m 0 ist, wird dann die allgemeinste Abbildung dieser Art 
vermitteln. Es seien f, und #, die auf der imaginären Achse liegenden Punkte, für die 
alt)=ce’ . ee | ° Be er 
Ist. 
17), DPD. h. eigentlich die Hälfte der Zufluß- bzw. Abtlußbreite der Strömung N. 
Is) Die Zuflußbreite wird also kleiner oder größer als die Abflußbreite, je nachdem 5b größer oder kleiner als | 
ist. Im Falle "ist » stets kleiner als 1, da die Entfernung Or Pr oO’ MP’ und diese nach Voraussetzung stets 


kleiner als i 388. 
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Die Abbildung 


| 
! ser rear rn 
(—d) 
1 —e“ 
bildet nun den Streifen S auf 3 ab, wobei die Punkte Z,’, Z,®, Z = d in die Punkte t=V0, 


1 und t=x übergehen. Das Bild von 4’ ist die imaginäre positive F-Achse, so daß 
Y"—=4, +4, +4, ist, wenn 4,', 4, und 4, die Bilder der Strecken (0, f,), (f,, £,) und (t,, &) 
der imaginären F-Achse in der Z-Ebene bedeuten. Durch diese Transformation geht F(Ö) in 
die Funktion 


FO=Fld+ in 1 e) at ee 
über, die in ® erklärt ist. Überdies ist F(h) auf der Strecke (0, f,) der imaginären f-Achse 
mit Ausnahme des Punktes t, regulär analytisch '”). 

Hilfssatz 1. Es läßt sich m so wählen, daß 
l. bei vorgegebenem & 
er a er a ne a 


wird, wenn man t auf einen abgeschlossenen vorgegebenen Bereich beschränkt, so daß der 
Punkt t=V außerhalb dieses Bereiches liegt, 


2. es ist 
IE ne a a nr Bea ee 
wenn t sich auf der Strecke von VO bis = der imaginären Achse befindet. 
Zu 1: Da g(t) für >x nach (6.5) dem Werte 1 zustrebt, so ist die entsprechende 
Wahl von m offenbar möglich. 


/,u 2 bemerken wir zunächst. daß für die Werte von #. die sich innerhalb des Intervalles 


! r t, R . . . . a . x y A ‘ 
r bis in befinden, (6.14) sicher gilt, da ja auf dieser Strecke: arc F(f) g (mt) =arc F(f) +9 
und «<areFN<a+6 gilt, und wegen (vel. (6.5) und (6.6)) 9 d hier sogar 


arc F(h) g(m Ph) a se ee 
ist. Wir können also noch ein f, zwischen O0 und #, auf der imaginären Achse so finden, daß 


E i 
die Bedingung (6.14) noch auf der Strecke | — ) erfüllt bleibt. 
m’ m 
Betrachten wir nun 
d 7 E77 Ri D . . 
Fri dymt)| Fidygum+mkkd)ylmd) . . . . (6.16), 
. » \ t, r ‚ . TE. 
so bleibt auf der Strecke (0, m): F(t) g’ (mt) | oberhalb einer positiven unteren Schranke und 


| F' (HM y(mt)| beschränkt [g (f) und Fi) sınd im Punkte {=0 analytisch und es ist 7 (0) #0 


ur » ” t, 
und #’(0) #0]. Man kann also m so groß wählen, daß auf (0, ,:]: 
d = 
PTLLAURAUZ E 1 er 


ıst. Wir behaupten, daß bei dieser Wahl von m die Ungleichung (6.14) auf (0, "| 
m 


erfüllt ist. Wäre dies nämlich nicht der Fall, so hätte are F(f) g (m) auf der Strecke (0, ) 
m 


19) Fit) bildet 8 auf das Gebiet T ab, wobei der Streeke (0, I) ein in P’ beginnender Kreisbogen auf Pr D" 
entspricht und einer Streeke (0, f,) auf der positiven F-Achse das geradlinige Stück Pr M’ bzw. im Fall « - 0.die ganze 
positive Achse O"’ Pr (Abb. 14 bzw. Ha). Nun sind die in den sieh entsprechenden Punkten 0 und P’” aneinander 
stoßenden Geradenstücke bzw. Kreisbogen orthogonal, die Spiegelung in bezug auf (0, fo) und (0, #,) Führt also zur 
schliehten und lüeckenlosen Bedeekung der Ebene in der Umgebung des Punktes ft , 
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- 2 
ein Maximum @ >a. Da ın den Endpunkten 0 und = (6.14) erfüllt ıst, müßte es also 


t f. 
einen Inneren Punkt ı (les Intervalles 10, = eben, wo q@ erreicht wird, d. h. Wo 
m 


| I 


ı ß, | de 
Fln)at) a ” 





art 


E.\ 
ist. Im Punkte * ist 
m 


Fried. er N WE 
regulär analytisch, und da außerdem (6.17) erfüllt ıst, wird bei der durch F„,(#) vermittelten 


Abbildung die volle Umgebung des Punktes { z umkehrbar eindeutig und stetig in die volle 
Umgebung des Bildpunktes F m.) überführt. Insbesondere wird daher einer kleinen Strecke 

7, a ,. a ' 
der imaginären Achse, «die den Punkt RT Innern enthält, einer Kurve entsprechen, die 


| Be: z RE Ä 2 
dem Bildpunkt F |...) auch als inneren Punkt enthält. Nun ist aber auf der Strecke (0, ,;) 


| Fm (|| Fin (H|IIyg(mhb)|=be=const. 


F„(f) bewegt sich also auf einem um den Koordinatenanfangspunkt gezogenen Kreise und 
h ! 
es müßte also in der Umgebung von -* Punkte geben, deren Bildpunkte einen Arcus größer 
m 
als @ besäßen, was im Widerspruch mit der Maximaleigenschaft von @ steht 
Ks ıst y(m) — 1, und, wenn der im Hilfssatz 1 (vel. S. 105) genannte Bereich den Punkt I 
enthält, gilt 
Ig(m) — 1|<e. 


Wır gehen jetzt in den Streifen 3 zurück und betrachten die Funktion 


gm) 


Bere N are ae SE a ae Er Ze Ze ee ee (6.19), 


wo ? dureh (6.11) mit I zusammenhängt, für diese Funktion @,,(D) gilt dann 


c 


im G@„.{d$)=1 Be .» es 
it 
und nach Hilfssatz 1: 
ie. ae a er WR 
bei vorgegebenem e, wenn m genügend groß ist und [ auf einen Bereich £= A beschränkt 


bleibt. Außerdem eilt dann nach dem Hilfssatz I für die Funktion 


F m (ö) F'(£) Um (Ö) . . . . . . . . . . . . . . (6.22) 
ae See t, 
auf der Strecke A, +4,', |dem Bild der Strecke (0, 2 vermöge (md): 


arc Fn (Ö) * a 
da are g(m) © ıst. 
$S 7. Zwei Hilissätze. 
Wir beweisen hier zwei einfache Hilfssätze. 
Hılfsatz 2. Das Kurvenstück y,(z = 1,2) sei durch 


2, Jr, Hi, JElh. ds . : 2:2... MM) 
0 
gegeben. Ferner sei vorausgesetzt: 
„T .) 
V=arch,(s)  9,(8) > . 
Awieih.(ke)l . ; .: : 5 «+ AB VER) en (4), 
y,(s)=arch, (s) ist eine nicht zunehmende Funktion von s . . . . (5) 


Ir 


die 


o] 


fü 


2; 
Is 


Pı 


li 


oe) 


u 


ER 





W. 
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Es liegt dann y, oberhalb von y,. 


Beweis: Wir setzen h (s) =|h, (s)|e'"'"" und betrachten das Kurvenstück y 


N 


ser) tiyld)eihlsds. . . . .» 2 5 070 KO). 


u 
Es genügt zu zeigen: 
I. y, liegt oberhalb von y. ll. y liegt oberhalb von y.,. 


/u 1: Aus den Voraussetzungen folgt, daß die beiden Koordinaten jeder der Kurven y und y, 


N N 


monoton wachsende Funktionen von s sind und daß wegen \|h,(s) | cosy ,(s)ds = \|h,(s)|cosyp,(s)ds 
} ı 0 
die Beziehung 
a er 


- 


eilt, ebenso ist \|h, (s)|sing,(s) ds = \|h,(s)|sing,(s)ds und daher 
0 0 


ME 1) er er ; ;;  ° 


Aus # (s) = x, (s,) folgt somit nach (7): s=s, und nach (7.8): 9 (8) 9 (8,) = y(s), d.h. 
für jedes x liegt der entsprechende Punkt von y, oberhalb desjenigen von y. 


Zu Il: Aus der Voraussetzung (7.3) folgt: , (s) = x (s) und somit: s = s,, wenn: (8) = .w, (S,) 
ist. Da y,(s)=arch, (s) =arch(s) eine nieht zunehmende Funktion von s ist, so ist in den 
Punkten mit gleichen Abszissen der Tangentenwinkel der Kurve y nicht kleiner als der 
Tangentenwinkel der Kurve y,, und somit liegt y oberhalb von y,. 


Hilfssatz 3. Das Kurvenstück 


z2(E)=\Fle)dE. BSELEM. 2 a tr rn 
d 
liegt oberhalb des Kurvenstiücks 


u. Dei earth : . ee eh. 
d d 
Beweis. Für die E-Werte, die auf dem Teil 4,’ (dem Teil, der dem Intervall ft, bis & 
entspricht, s. S. 104) des Definitionsbereiches 4° von £ liegen, ist 


IF(hg(mb)| Ir r&)| 


(E) Gm (E BEE » x m rl 1 
| FE) Gm (&)| 2m) 2) IF (| .. @1D) 
und wegen 
east. ; + RD Ist are! „KAsarcled) . .:. . . ..18). 


Andrerseits ist dort are F,„(£) eine abnehmende Funktion von &. Betrachten wir also 
zunächst nur den Teil 4,” 


dazsEesd .. . (1.14) von A,, wo ei. zaeh . .: . QM 


3 

ist, so können wir den Hilfssatz 2 anwenden und dieser besagt, daß der dem Intervall A,’ 
entsprechende Kurvenbogen von (7.9) oberhalb von (7.10) liegt. Auf dem Restteile von A,', 
wie nach Hilfssatz 1 auch auf %,’ und 4,', also auf der ganzen Strecke #’<E<x ist dann 
arc F„(&D) = a und die Tangente von (7.10) wird in jedem Punkt einen Winkel bilden, der 
kleiner als «a ist, während auf (7.9) der Tangentenwinkel größer oder gleich « ist. Da nach 
den vorherigen Überlegungen der Punkt von (7.10), der &- d’ entspricht, unterhalb von (7.9) 
liegt, so wird auch für alle & > d’ (7.10) unterhalb von (7.9) bleiben. 


$ 8. Die Strömung 2, 
Über die Funktion 
FIDEL .: SE ee rn A 


beweisen wir jetzt «den 


Satz Il: Wenn m genügend groß gewählt wird, ist F„(D für a>V bzw. a UV ein 
(reschwindigkeitsplan erster bzw. zweiter Art. 
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Für a: V ist Fi) auch Geschwindigkeitsplan erster Art, wenn die Zusatzbedingung 


I, Ü 
BT 2 er CE ve 
gm) 

erfüllt ist. 
Beweis: Die Bedingungen 7 und 2 (für den Geschwindigkeitsplan, s. S. 101) werden 
durch FF, (Ö) befriedigt, denn einerseits ist @G,,(Ö) im Punkte ©=0 endlich und von Null 
verschieden, also besitzt F'(£) in bezug auf das Unendlicehwerden im Punkte © 0 dieselben 
Kigenschaften, wie FI), andrerseits gilt auf 4,’, einem Teil der reellen Achse, der sieh 
ins Unendliche erstreckt. 


| | bc 
Frid= FIG.) 7) RE 2 5 2 EZ 


Um auch das Erfülltsein von # bzw. &’ nachzuweisen, betrachten wir die Abbildung 


EEE a A 

u 
des Streifens Z (in der Ö-Ebene) auf die z-Ebene. Auf v’, « und ©’ ist G„(D) reell, 
folglich ist dort: are F„(OD) are F(ÜO)=d. 
ls ıst also das Bild »"”” von v’ wieder die negative reelle Achse und (für « 0) das Bild 
PN eine zur reellen Achse parallele Gerade, wie früher «u; dagegen verläuft für 


u von u 
a VO nur das Bild u,” von «, parallel zur reellen Achse, während «,”” das Bild von u,’ 


geradlinig und parallel zu «, ist. 
7 £bene 
7 fbene 
u“ er F N 
N \ : % 
N. one s \ 
: \ 
. \ 
. \ 
: | 
SRBERG ag rn Akıntma 3 I ne 
Ahrszr u L 
We 
Abb. 17. Abb. 17a. 
\Weren 
idee, : re 
.—>R) >, 4.) 


ergibt «die gleiche Überlegung wie auf S. 102, daß auch die Entfernung von u,” (a 0) und 
“(a 0) von der reellen Achse wieder a ist; für a=0 fällt also «“” mit «u zusammen, 


für a 0 liegen u,” und «, auf derselben Geraden. 
Aus are FO) are Fi) + are GO folet im Falle @« > 0 auf #’ wegen (6,5): 
Je 


= EEE LIEBE FE) 5 re a es T 


und somit in Verbindung mit (4.4) auf der ganzen Berandung 


Relf„(ODlE0. . . . 2... 7, MIELE SEH,. . u ’2l:2)% 
Im Falle « 0 folgt dagegen auf 4° wegen (6.6) 
.T E 2 IT r 
n arc Fu (lo) a u rn NE Be (SH) 


und somit für die ganze Berandung nur (8.7). Aus (8.7) und (8.85) bzw. (8.7) alleın lassen 
sieh für die Abbildung (8.4) analoge Schlüsse über die Gestalt des Bildes der Berandung 
ziehen, wie früher bei der Abbildung (5.11). Insbesondere werden im Falle «>0 die Bilder 
tt + und a“ von @ +4 und « schlichte, monoton steigende Kurven sein. Dagegen 
kann im Falle a==0 bei 4” mur das Wachsen von .ı,. [#n  Re (z,)] behauptet werden, 
was zur Schliehtheit von o'”" + 7'"" hinreicht. 


red ey“ N, 


se 
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Eine weitere Aussage über das Verhältnis von »'” zu ® bzw. im Falle a >0 des 


em) 


Bildes u," von u, zu u, ergibt: 


Hilfssatz 4: Durch geeignete Wahl von m kann erreicht werden, daß das Bild 
son o"” von w bzw. das Bild von u,” von u, (im Falle a>0) in der beliebig vor- 


gegebenen Nachbarschaft”) von & bzw. u, liegt. 


Beweis: Es ist nämlich auf’: |2u (0) 2] || F(s)||@„(s) Allds| und somit nach (6.21) 
u 

d 

m (ld -2OlSel 

0 








PO u 5 a ee a 


hl) 


und eine ebensolehe Ungleichung folgt für u”, wenn man den Integrationsweg zunächst 
bis N’ und dann längs «’ bis M’ führt, womit beide Behauptungen bewiesen sind. 


u”-u 


U) 
u” u Im) BC 


> 
- ME \ N 
...........un„n...s.sN 


= m) 










Be 
„/mjn 


{m} Mm) , rn.) 4 a 
yl®).y sw ZZ vr. (m) u Ay” 
AArIE TIBa DI. m” ), zM ) (m) 
Abb. 18. Abh. 18a. 
Es wird somit mit wachsendem m. ©" ın die Nachbarschaft von & rücken: außerdem 
liegt das Bild 4” von 4’, wenn es um z(d) - z. (d) parallel verschoben wird, nach Hilfs- 


satz 3 unterhalb von 4. Da z(d) - z„(d) nach Hilfssatz 4 beliebig klein gemacht werden 
kann, so wird somit das Kurvenstück vr + o»"””’ +7" im Falle «= 0 ebenso wie vo +7 
unterhalb von «“”” = u liegen und es also nicht schneiden: im Falle a >0 wird nach Hilfs- 
satz 4 und dem über u,” und «,'”” bemerkten, u” = u,” + u,” + u,'”” in eine beliebig 
kleine Umgebung von u = u, + u,—+ u, rücken, so daß auch hier » + 0" +4" ganz unterhalb 
von u“”” verlaufen wird. 

Die Abbildung (8.4) ist also schlicht im Streifen ©. 

Hierbei wird im Falle «> 0, ©" +37"" ganz oberhalb der reellen Achse verlaufen, 
so daß hier die Bedingung 3 befriedigt, F„(D also Geschwindigkeitsplan erster Art ist. 
Im Falle «a0 ist « eine zur reellen Achse parallele Gerade, womit die Bedingung 3’ erfüllt 
ist, d.h. F„(OD ist dann ein Geschwindigkeitsplan zweiter Art und führt zu einer 
Düsenströmung. 

Um auch für «=-0 im F’„() einen Geschwindigkeitsplan erster Art zu haben, der zu 
einer Kanalströmung führt, muß man verlangen, daß auch hier ©” +4’ ganz oberhalb 
der reellen Achse verläuft. Hierfür hat man in der Ungleichung (8.2) des Satzes II 
die notwendige und hinreichende Bedingung. Die Notwendigkeit der Bedingung 
(8.2) folgt sofort. Wir wissen, daß u” = u eine zur reellen Achse parallele Gerade ist, die 
oberhalb derselben in der Entfernung a liegt. Wenn also "+4" oberhalb der reellen 
Achse verlaufen soll, so kann die Breite des Parallelstreifens, der von « und der Asymptote 
von » +4 gebildet wird, nieht größer als a sein. Nun ist aber diese Breite gleich b,,«., 


“ 


[3 


wo für Dun 
be 


I. =um F,.() ee a a ee Re 2 A 
> uM) gm) 
oilt. db, 1 ist aber genau die Bedingung (8.2). 
Diese Bedingung ist auch hinreichend. Es ist zu beweisen, daß aus (8.2) 
Ym(S) >V, DW A GE 5 


folgt. Zunächst folgt, wenn &, den Punkt bedeutet, so daß für £<_ 


0 
Im |F„.(H]> 0 und für E>E, Im |F,„(d9]| <o 


ist, daß 9, (&) bis &, wachsen und dann abnehmen wird, wobei der erste Teil offenbar ober- 
halb der reellen Achse verläuft. 


20) Wegen präziser Definition für die Nachbarschaft zweier Kurven vgl. 9 8. 110. Unter Benutzung der dort 
angegebenen Definition besagt der Hilfssatz 4, daß oO und © bzw. HoaPP9 und #„ in der #-Nachbarsehaft liegen. 
2 4 
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Nun besagt aber (8.2), wie wir vorhin gesehen haben, daß die Asymptote von a"? +4, 
die parallel zur reellen Achse verläuft, nieht unterhalb der reellen Achse liezen kann. d.h. es 
ist: lim yu (8) 0. Ym(£) nimmt aber im Intervall 28 <&2< x ab, also wird dort und somit 

—>« 
auch allgemein (8.10) gelten. Hiermit ist Satz II in allen seinen Teilen bewiesen. 

Die zum Geschwindigkeitsplan F,(£) gehörigen Kanalströmungen (a >VO und a = 0) 
und Düsenströmungen (a=0) bezeichnen wir im folgenden wunterschiedslos mit I,,. Als 
freie Grenzen von 2, sind das Bild ),'”® von 4, und sein Spiegelbild ın bezug auf die 
v- bzw. Gerade anzusehen. Es gilt nämlich auf 4, die Beziehung (8.3). Als feste Grenzen 
von >, treten jetzt «+ 42" bzw. » + 2°" und deren Spiegelbilder in bezug auf die 
v»- bzw. w-Gerade auf, wo 


Mm) m) 2 my - (my ) . 
() m 4, Hi, A a FEED, SS A 


em, > cm 


ist, und m", 4, und 4,” die Bilder von w’. 4, und 4,’ bedeuten. 
Für die Zuflußgeschwindigkeit ». der Strömung 2, erhält man nach (4.6), (8.5). 


my em; 


> ui | ’ 
lim m. im — lım _ı Bu de Ad 6) Be 
>) > R) "m\iC) —> SR) IC) 


m 


für die Abtlußgeschwindigkeit =,” nach (4.7). (8.11) 


em) em) ei gm) 


= | r 
Top lim n im w— i limg(m)= 1. . (8.415). 
>72) > P) "m\6) 2 eG Mm 


S 9. Der Nachbarschaftssatz. 


Die Strömungen I und 2, die zu F(£) und Fun(D) gehören [Fu = am D)FÖO]: 
haben dieselbe Zuflußzgeschwindigkeit I, dagegen wesentlich verschiedene Abflußgeschwindig- 
keiten, da 


2. A 
Wa =: a 


gem) 


( 


(9.1) 
Ist. 

Im Falle der Kanalströmungbeia >O undder Düsenströmung a=0 kann, 
wie aus dieser Formel folgt, der absolute Betrag der Abflußgeschwindig- 
keit dureh geeienete Wahl von e beliebig verkleinert werden. (Für die 
Kanalströmung im Falle a=0 kann die Abflußgeschwindigkeit wegen der 
Zusatzbedingung (82) nicht unter I herabsinken.) Wir werden jedoch zeigen, 


daß die Strömung },, dennoch bei großem beliebig benachbart zur Strömung 2 angesehen 


werden muß, in dem Sinne, daß I und 2, zwei Strömungen sind, die zu Kanalwänden und 
Widerstandskörpern bzw. Düsen gehören, die sich beliebig wenig voneinander unterscheiden. 


Um diesen Sachverhalt präzis formulieren zu können, bedürfen wir einiger Definitionen. 


Wir sagen von einer Kurve y’ (die sich auf y eineindeutig abbilden läßt), sie gehöre zu 
einer -Nachbarschaft von y, wenn es eine eineindeutige, stetige Abbildung von y’ auf 
y gibt, so daß die Entfernungen zweier entsprechender Punkte von y’ und y kleiner als e ist, 
und ebenso sagen wir von einem Kurvensystem T’, das aus 4A offenen oder geschlossenen 
Kurven besteht, daß es in der Nachbarschaft eines (aus einer gleichen Anzahl von k Kurven 
bestehenden) Kurvensystems I" liegt, wenn man die Kurven von I” und I'so einander zu- 
ordnen kann, daß jede Kurve von I” in der Nachbarschaft der entsprechenden Kurve von 
I’ liegt. 


Von einer Gesamtheit (sieh nieht schneidender) Kurven sagen wir, sie 
bilde eine zu der gegebenen Potentialströmung I passende Kontur Ä, wenn 


die festen Grenzen »” und ua” (21, II, vgl. Abb. Sa) von 2 ganz auf der 
Kontur A liegen und die restlichen Teile der Kontur Ä sich außerhalb des 


Strömungsgebietes von I befinden (und umgekehrt soll die Strömung ! zu 


der Kontur A passend genannt werden). Ferner nennen wir eine Strömung 2 
zu 2’ ©-benachbart, wenn es zu der Strömung I bzw. 2’ passende Konturen Ä 


bzw. A’ so gibt, daß A’in der e-Nachbarschaft von Ä liegt. 

Mit diesen Begriffsbildlungen können wir den zu beweisenden Satz folgendermaßen 
formulieren: 

Satz Ill: Die Strömung 2, ist bei genügend großem m der Strömung £ beliebig 
benachbart. 
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ea), 


Beweis: Nach Hifssatz 3 liegt das Kurvenstück 9°’, das durch 


2()=2(d)+\F(s) Gu(s) ds 
d 


definiert ist, wo £ jetzt 4, +4, durchlaufen soll, unterhalb von 4 und also ganz außerhalb 
les Strömungsgebietes A von 2°). Es bildet somit im Falle der Kanalströmung (Typus I) 


für a0, a und + %”" und deren Spiegelbilder in bezug auf vr eine zur Strömung 2 
passende Kontur A. Zur Strömung 2 „ gehört u" und 2 = +4," +4,” und deren 


Spiegelbilder in bezug auf die v-Achse als Kontur A,„, die nach Hilfssatz 4 und den folgenden 
Überlegungen auf S. 109 bei großem m in beliebiger Nachbarschaft der Kontur A(= u+ om +9") 
der Strömung 2 liegt. 

Im Falle der Düsenströmung («=0) wird die Kontur A für I von vr und m +9" ge- 
bildet und die Kontur A, für 2, von v und 2°’, (Hierbei denke man sich beidemal die 
Spiegelbilder in bezug auf die «Gerade hinzugefügt vgl. Abb. 9). Der Hilfssatz 4 ergibt wie 
[rüher, daß auch jetzt A, für genügend großes m in einer beliebig kleinen Nachbarschaft 
von K liegt. 

Betrachtet man die Widerstandskontur K nicht als exakt gegeben, sondern mit einer 
gewissen beobachtungsungenauigkeit behaftet, so besagen diese Ergebnisse für großes m, da 
man dann K und K, nicht als verschieden anzusehen hat, daß zu K zwei wesentlich ver- 
schiedene Strömungen existieren, also, daß „praktisch“ Mehrdeutigkeit besteht. 

Wir werden aber ın den nächsten Paragraphen zeigen, daß man mit Hilfe der Strömungen 
> und, auch den Nachweis für die „exakte“ Mehrdeutiekeit führen kann. 


$ 10. Die Strömung 2 (4) (Rethy-Bobylefi-Rayleighscher Fall) und einige ihrer Eigenschaften. 


Zur Vereinfachung der weiteren Betrachtungen, die auf den Nachweis der Mehrdeutig- 
keit hinzielen, beschränken wir uns bei dem Geschwindigkeitsplan F(d) auf den Fall «=0 
und nehmen außerdem an, daß die Punkte 7” und D’” in der Abb. 14a zusammenfallen, so 
daß das Gebiet T in der r-Ebene die in der Abb. 19 angegebene Gestalt hat. Wır können 
dann explizite Formeln für F(£) angeben. Durch die Transformation 





« d) 
o=e ae aa ae A 
veht der Streifen © in die obere Halbebene über, wobeı den Punkten 
eh, De, ur u 
i 
die Punkte 
. o ge, 6, 8 x und 0 | 
‚0 — — Dust !. Wo 
LIRTE) td 
Abb. 19. 
g=i-—e *, W<4<1l) . .» . ... (02) 
ist, entsprechen, und 
3 
| l a\? lo ( ‚2vyVgo|” 
7 F"(o:q) | Ua I; 4 a, (10.3) 
I + \y o+4g o+q 


bildet dann weiter die obere o-Halbebene auf das Gebiet I der r-KEbene ab, so daß die 
Punkte 


s=,0=V,0 1,0 —g In —blg), r=ebeif, =H+1,1r Sc 
übergehen, wo 


nd 
by) lım F* (6: 4) =|, _]P 


3—>TI ı | 4 
Ist. 
Nach $ 5 ist also 
R [70-0 | 
F(l;gQ=Ff”\e ee 2 5 251 9 Ser ZU 2 En 
mit 
ß 
Le . I yq\" x 
lım Fi;N)=l, lim FÜ: )=b(q) - 020.0. (105) 
> Lg) >; 0) I+yy 
21) DM) entsteht dureh die Verschiebung < (d) — zn (d) aus AM) + 7, M), und wegen Im |z (d) mn (dA) > liegt 


es ebenso wie /3 MD + 4osND oberhalb der reellen Achse. 


Pau de A, 


re 
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ein Geschwindigkeitsplan erster oder zweiter Art. Die zugehörigen Kanal- und Düsen- 
strömungen SI, die jetzt nur von dem reellen Parameter 4 abhängen, bezeichnen wir mit 
> (q) und schreiben entsprechend & (q), A (q), usw. für m, A,..... 


Da jetzt auf »’: are F(O) = P=const ist, so verläuft o» (g) (das Bild von ®’) geradlinig 
unter dem Winkel 5% zur reellen Achse. Da auch « und » geradlinig sind, so wird die ge- 
samte feste Berandung der Strömung I(q) aus Geradenstücken gebildet. Für die Zufluß- 
geschwindigkeit m. (g) und die Abflußgeschwindigkeit w,„(g) von 2 (gq) hat man nach (10,5) 

| f "yg ) 
h (4) | 7 
Über die Strömung I (q) beweisen wir zwei Hilfssätze, von denen der erste sich auf o (gq) 
bezieht, der zweite auf A(q). 


w.(Q)=1, Wu.(d) 


Hilfssatz 5. Die Länge p(q) von w(g) ist eine stetige Funktion von q, die 
in der Umgebung von q°-1 monoton wächst, insbesondere für diejenigen Werte 
ron 4, für die 


sin p 





b()<i - (10.6) 
Sal ı 
2p|_ ) 
Abb. 20. ist. 
d 
Beweis. Der Endpunkt von &(g) ist dureh z(d,)=\F(E:gq)dE gegeben und für 
[5 
die Länge p(g) erhält man 
u 
d | a\ Flo: qg)do _ 
p()=ISFlE:ddE| \ ‘ ı (10.7) 
[2 F 
und, wenn man die Substitution o fy macht, nach leiehter Rechnung 
3 
Ad biq)\ | r] f\r ydt 
0,S 
p(q) z \|, ‚| | yt (10.8). 
Setzt man nun 
| | - 
A ı qdt + I f\ı dt | yt ydt | 
y(e 0.0). .J — 2 0.10). 
0" 0 u 
so Ist 
ıb(q) 
pi) - 1 I-/ (y) t z(q)] a a du 2, TBB 


Um ./(g) auszuwerten, führen wir in das erste bzw. das zweite Integral auf der rechten 
Seite von (10.10) die Substitution 


Ii+yt 1 —vyt 
bzw. s 
ft I+yt 


ein und erhalten dureh Zusammenziehen der beiden Integrale 


F 


Iys’(s—- Nds 
. () \is 1) [Cs t 1)? y(s 1)°] 


—\Hi(s)ds. 


u 


Der Wert von ./(q) läßt sich in bekannter Weise mit der Cauchyschen Residuen- 


methode bestimmen. Für H(s) gilt nämlieh: lim MH (s)= 0, lim s //(s) 0. Integriert 
s—>() s>% 


1a 
le 


Ro a hd 


ur 
. 
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nan daher 4 (s) über den in der Abb. 21 angegebenen Weg, so werden die Beiträge, die von 
len beiden Kreisen herrühren, zezen O0 konvergieren, wenn man den äußeren Kreis beliebig 
»roß, den inneren beliebige klein wählt. Es ıst also 

Ss fbene 


J)()—eP# J()=2ai Li Res.[H(s)) . . . . A012), 


wo die Summe sieh auf die Residuen erstreckt. die von Jen drei 
einfachen Polen von /1(s) in den Punkten 








1—yq I+yq 
S l.s= a 
I+yyg I yg 
herrühren. Die Residuen in diesen Punkten sind entsprechend gleich: 
e I; 
IpPi / a () I» ıror als 
ZePt, ()ert, TOR (10.12) ergibt also Abb. 21. 
Br De ..ab(g).J (gq) all I,)” 
(1 —e!P) J(g)=2ntel?|2 —b . (10.15) und somit much ! 1er (do.Ih). 
| l „T s1n / 
Für p(g) erhält man somit als Schlußformel ”?) 
a(- 5b’ ab 2 
- ’(q) da Le 
P\4) sın 5 7 ar 


wo 7. (g) die durch das Integral (10.10) definierte Funktion ist. 


Aus (10.15) ist sofort ersichtlich, daß p(g) eine stetige Funktion von q ist, und es 
folgt weiter: 
dp 2Zalb—1) A ab(q)dy 
db snß TaIWTr nz dab 


Nun ist 7 (q) offenbar eine zunehmende und 5 (q) eine abnehmende Funktion von gq. Folglich ıst 


2 0, andererseits ist 
| B_, 
d0 1-1 "(1-s)sr ds 4 j h In, | st 
der) \| \ <\d s 
1+ t At I+s Ih ) ) ) 
er ; r IH B(l +1) 


und somit 


dp _2acb 1) a A 
‘ ar r - ee rn; 
dh sın P p 
> I 
Bl m 1) 
JT 
A FR en I—yt 
22) Führt man in dem Integral (10.1) für / (gq) die Substitution s aus, so erweist sich diese Formel 
I+ Yt 
10 sd +] nt ne Te EZ 
' als äquivalent mit der Formel (:*), die sich bei C isotti auf Seite 261 
b FL seiner IJdromeeeaniea piana, Bd. II befindet. 
a 7 
Für >? zeht (10.15) in 
08 t 2 
Ybaj,l 
pi(gq) al h) | b) arete bh 


7 h 


06 | | 4 über. In der unten stehenden Zahlentafel wurden die Werte von b und " 
(dl 


als Funktionen von g angegeben und in der Abb. 22 aufgetragen. 

















R 
a 
0% | | | | 7 h e 4 h „ 
d d 
0,01 0,90 0,01 0,6 0,36 0,45 
02 
0,1 0,72 0,09 (1,7 1,30 0,53 
0,» 0,62 0,16 0,8 0,24 0,62 
03 0,4 0,24 0,0 0,16 0,74 
0 02 0% 06 08 70 ’ . 
Aazıs iz g 0,4 1,48 1,30 0,09 0,00 1,09 
Abb. 22. 0, 0,41 0,38 














; r ’ Z Ztschr. f.angew. 
114 Beremann. Mehrdeutire Lösungen bei Potentialströmungen Math. und Mech 





Ks wırd also für reelle Werte von g. für die (10.6) gilt, 


dp N 1017 
db UOER 
sein. Da bil) © ıst, so ist die Bedinzune (10.6) sicher erfüllt für Werte von q, die 


venügend nahe an 1 liegen: dort ist aber wegen (10.17) p eine monoton wachsende Funktion 
von q, da b(y) stets abnehmend ist. 


Hılfssatz 6. Es bedeute A (gq) das Kurvenstiück 


(8,9) F(E;g)dE, a>E<e. .» un.  KIOEB). 

Gehören q, und q, zum Interralle 
+ BE Da ee 0.19 
| _ | 2 Y une ARE, 


so liegt, wenn q,< 9, ist, 4(q,) oberhalb von A(q,). 


Beweis. Durch Einführung der neuen Veränderlichen o läßt sich A (q) auch in der Form 

ad \ F* (t,g) 
( 

a) iIH+e 


It, se <a. iu 2.0.5 MO 


schreiben. 


Wir führen für die Kurve 4 (q,) bzw. 4 (q,) vermöge 0 b(q,)s = b,s bzw. o= b(q)s—b,s 
einen neuen Parameter s ein und bekommen dann für A (q,) bzw. 4 (q,) die Darstellung 


I ! b, iare F*r (bs; ce a | ! b, ; are F* BR? 
- \ | = . e } bs: ds P z \ ' £ z RE I (hs; 1) A s :... Ado2D. 
- 2 I b4 z I 
Auf 4° ıst nämlich |F(&:q)|= by) und somit für 0=0<x 
IE'" (so; Y,)| I (g,)= b, E | F'* (o: 4s)| l (4,) - BD... 
Nach dem Hilfssatz 2 S. 106 genügt es zu zeigen, daß 
bb, bh, # nu 5 
er vases rt (10.22) arc F*(b,s,q,)<areF*(b,s,q,) - » -» . (10.23) 
re I: 
are F*(b,s,g5) monoton abnimmt . 2. 2 2 202020202020. (10.24) 


(10.22) ıst eine unmittelbare Folge aus: b.(q,) >b(q.)>0O,  s—O und ebenso ist (10.24) ein- 
leuchtend. 


Durch 


n F*(b,0;0)-: » : : » . (1923) und Bee 5 FF(b,o;Q) >. 20.0. (10.26) 
wird jedesmal die obere o-Halbebene auf das Gebiet T (s. Abb. 19) konform abgebildet, wo 
die Entfernung 0” P” gleich 1 ist, wobei den Punkten 6 = x und 6o=0 die Punkte = | 
und 7 ei’ entsprechen, und die positive reelle Achse der o-Ebene dem Kreisbogen D"’ P”. 
Wird die Relation (10.23) für genügend kleine s bewiesen, so gilt sie allgemein, denn im 
entzegengesetzten Falle müßte es einen Wert 0° geben (0 <0’<_ x), dem bei den beiden 
Abbildungen (10.25) und (10.26) derselbe Punkt e’ (0 y<_ pP) auf dem Kreisbogen D”’ P” 
entsprechen würde. Die Transformationen (10.25) und (10.26) geben dann aber Anlaß zu 
einer Abbildung des Gebietes I in der "Ebene auf sich mit den drei Fixpunkten 7=1, 
r el’ und r  eitY, was unmöglich ist, da wegen b, $ b, diese Abbildung nicht die identische ist. 


In der Umgebung von 0 0 besteht nun die Entwicklung 





| | 2pip/b 
"Ih 0:0 7 j 
£* [d,0;]=(-) 1 “ r.r. 
ER | 2Biı/b 
1, F*|b,0:4,] ( I)» 1 m a a 
1 | e 1 








u . 


ur” 
- 





h. 


10 
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Die Ungleichung (10.23) wird somit für kleine s bewiesen sein, wenn wir zeigen, daß 


b, b, | | A 
| 4. | q, ER dla) >mdll) -»- -» » . .» (0) 
ist. 

Da g, kleiner als q, ist, genügt es nachzuweisen, daß yb(g) eine in dem Interwall 
(10.19) monoton abnehmende Punktion von y ist. Nun hat man 


I\gyf 1 
( ar) Pi ıy (a) |i P yvg . 
ag d 4 9 1 7A 
also lt 
dlyb(eg) 
ni | ee ee en 
wenn 
Pygq p 
2 y | ode 7 id Yy | 0, 
d. h. wenn 
P (P\, Pf p P\ 
4. Er | en Hi oder 4 | ur . \/ F - 41 
und um so mehr, wenn 
Po Pf pP PP 
g>1 r92 7 ( . aa" 


$S 11. Der Mehrdeutigkeitssatz. 


Wir betrachten die zu den I(g) benachbarten Strömungen I,„(g) und deren feste 
Grenzen u + 2”(q) bzw. » + 2°® (q) [und deren Spiegelbilder in bezug auf v» bzw. u]. Die 


(‚esamtheit dieser festen Grenzen bildet gemäß der Definition des $ 9 eine Kontur A, (g) 
für die Strömung 2,(g). Uber diese Kontur beweisen wir nun den 


Satz 4. Zur Kontur K(g) gehört, wenn q genügend nahe an I, und m genügend groß 
ist, außer der Kanal- bzw. Düsenströmung I, (g) auch die von ihr verschiedene Kanal- bzw. 


Düsenströmung I(gm) |Ym Ist eine Funktion von q und m], wobei ym_ him gung ist. 
mm 4% 


Alg) 





Abh. 23. 


Beweis In 2" (eo (kg) +, (g) + 4," (q) verläuft der Teil &'""’(y) geradlinig 


und unter demselben Winkel 5 wie o(q), denn auf ©’, dessen Bilder » (gq) und ©” (q) sind, 
ist (#„(£) reell und daher: are F„(S) = are F(O)=P. Andrerseits ist auf ’ 
Be gem) ei. we 
GH) () und somit An (ON IF]: 
d 
folglich wird die Länge pn) | Fun: gdÖ| von o"’(g) kleiner als p(g) [die Länge von 


#) 
o»(gq)). Nach Hilfssatz 4 ist bei genügend großem m ©’ (q), das ganz auf »(g) liegt, beliebig 


wenig von o°’(g) verschieden. Es ıst also 
lim pn l)ep(kd) - . AL). Es bedeute a a BE 9; 
ML 


den Teil des Intervalls (10.19), in dem noch (10.6) erfüllt ist. Nach Hilfssatz 5 entspricht 
dem Intervall (11.2) umkehrbar eindeutig und stetig ein Intervall 


dA 
’(q, ) nn ER 
! I ) I sın pP \ 
23), Ans (10.15) folgt nämlich, daß lim pd(q) = ‚Ist. 
>| sı1 > 
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für die Länge p(g). Wır fixieren einen Wert von q aus dem Intervall (11.2), so daß p(g) im 
Intervall (11.3) liegt, und wählen m so groß, daß auch p„(g) diesem Intervall angehört. was 
wegen (11.1) stets möglich ıst. Nach Hilfssatz 5 gehört dann zur Länge p„(g) ein Wert 
Eu y aus dem Intervall (11.2), so daß p.(q) =P(ym) Ist, und wegen der Stetigkeit von 
pi) eilt zufolge (1.1) 

lim 4, Bo A 


[I 


Für die Strömung I (4) mit den festen Grenzen u + 0(4,) bzw. » + (tg) hat man 


(ft 


DAY) (er) Iy). 


Die Ablösungsstelle von I(q,,)., die auf dem Teil 2°" (g) der Kontur A,,(g) liegt, fällt also 
mit dem Endpunkt von '”’(g) zusammen. Es läßt sieh jetzt leicht zeigen, daß die freie 
Grenze (4) von I (4m), die von dieser Ablösungsstelle ausgeht, ganz oberhalb des restlichen 
"kg, (q) von 2” (g) verläuft. Ziehen wir nämlich die freie Grenze /(g) der 
Strömung I(gy) heran und verschieben sie parallel, so daß ihr Anfangspunkt mit der Ab- 
lösungsstelle von I(,,) zusammenfällt, so liegt 4 (q) (in der angegebenen Weise verschoben) 
nach dem Hilfssatz 3 oberhalb von 1, (g) + 7,’ (q) und nach dem Hilfssatz 6 unterhalb von 
/.(m) , womit die vorherige Behauptung bewiesen ist. Der Teil 1," (q) + 4,” (q) der Kontur A, 
befindet sich also ganz außerhalb des Strömungsgebietes von I(4m), so daß nach der im 
$ 9 gegebenen Definition zu der Kontur u + 2" (q) bzw. 7 + 4" (g) Jaußer I(y)] die 
Strömung I (4) gehört. 


11) 


leıls 4, 


Die Strömungen I,,(y) und (4), die zu derselben Kontur A,,(g) gehören, haben 
beide dieselbe Zuflußgeschwindigkeit 1, dagegen erhält man für die Abtlußgeschwindigkeit 
1," (q) und Wal die Werte 


Wa (4) 


2 | 1 ( L aim) Lo f 7 
nk | I J 1° (Ym) | 1 Im | 


| | ‘f Ü | ] Um 


Weren (11.4) sind diese aueh hier wesentlich voneinander verschieden. 


S$S 12. Numerisches Beispiel. 


"ür Werte von y, die genügend nahe an I liegen, haben wir im Satz 2 die Mehrdeutigkeit 
nachgewiesen. Aber auch für die anderen Werte von g ergibt der Satz I eine (vom Stand- 
punkt der Praxis) genügende Approximation der Konturen; wir wollen dies an Hand eines 
Beispieles zeigen. Wir setzen für die numerische Rechnung: a=7 und betrachten eine 


Strömung I(gq) mit d= |, also [nach (10.2)] 
| u 

I N, 2. de EEE und er „ . 2 5 
r 


Für die in der Definition von @G,,() auftretenden Größen setzen wir 
') 0,1351... ee A me . . re ih, 


Betrachtet man aber statt G,() die Funktion 


m 


HDi er ana a - nn 
so Ist, wenn man’) 
ya ] | ‚ 2 
( „ı a zu 
S re EEE ty.) LL) . a Aa 
en | | 11° , v. 
setzt, y",,(8) diejenige Funktion, die die untere s-Halbebene auf das Rechteck mit den Eeken 


T 0): 7 V.IHOS: 7 0.13St7 und 7 0.1098 0.1354 7 abbildet. wobeı das Bild von 


Is. 1 auf 0°.7°.0,1598 übergeht. y",, ist somit, wie man leicht einsieht, durch 
24) Die zugehörige Funktion F'iz,g) deuten wir uns im Gegensatz zu den vorherigen so normiert, daß 
lim F'(<) | wird, was für numerische Zweeke geeigneter ist. Es gilt natürlich FÜ) hiy) FA). 
(XS) 
>| 


25) Die Transformation (19.6) ergibt die Zusammensetzung von drei folgenden Transformationen [nach (10.1) ]: 


n, } hen. 


m?" 4 ] 
Die zweite Transformation entspricht der Ersetzunge von f dureh mt (auf S. 104), da ja nach (6.11): #7? ist. Die 


letzte Transformation bewirkt schließlich die gereienete Zuordnung der Punkte. 
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wobei der Modul % 


1 bereehnet sıch zu 


Werte der Funktionen 


(o 
Um (8) 


0.0799) 


N 


ur 





ds 


sing sich aus dem Verhältnis der beiden Seiten zu % 


20 
F + 


Um b) 


F' 


im 


es wurde außerdem m’ 


gewählt. 


sin 15° bestimmt 


In der Zahlentafel I sınd die 


F'(£) @),(£) für eine Reihe von £-Werten auf 














der Berandung u: £+ir angegeben, während in der Zahlentafel Ila und IIb sind die 
Werte der Integrale 
z=\F(D)dE (12.5), IF gdact=iF! 96. dt (12.9) 
0 u 0 
Zahlentafel I. 
- 3656 i 0 0e _ 
R ( ER 6 P e ne un om FT 
() | m. n- \ 
* v 1.437 1.198 0.052 0.0160 1.016 1.216 
2.792 I - 0.0613 1.240 1.192 0,052 V.OIGU 1.016 1.21? 
1.249 + si 3.488 1.763 1.102 0.804 0.0240 1.024 1.130 
2.162 ri 8.60 1.356 1.071 0,814 0.0320 1.035 1.108 
2.773 I 16.0 1.202 1.054 0.715 0.0400 1.041 1.097 
3.24 vi 25.63 1.150 1.044 0.504 0.0480 1.049: 1.096 
3.65 ri 38.47 1.087 1.037 0.460 0.0560 1.058 1.097 
4.01 vi Hype) 1.061 1.031 0.314 0.0640 1.066 1.100 
1.36 ti 78.1 1.042 1.025 0,159 0,0719 1.075 1.102 
1.69 vi 108.72 1.032 1.021 0.000 0.0799 1.083 1.105 
02 Li 150.8 1.022 1.018 0.159 0.0879 1.002 1.111 
3 + mi 210,7 1.015 1.015 0,314 0,0959 1.101 1.118 
2.10 ti 298.5 1.012 1.012 0,460 0.1039 1.109 1.123 
6.08 ti 154.9 1.007 1.010 0,594 0.1119 1.1185 1.128 
6 —+ıt 66 1,005 1.008 0.713 0.1199 1,127 1.156 
7.0 wi 1082 1.003 1.006 0,14 0.1279 1.136 1.141 
1.6 Di 1988 1.002 1.004 0.894 0.1359 1.146 1.151 
8.4 ti 1525 1.001 1.002 0.052 0.1438 1.155 1.161 
0,8 ni 18450 1.000 1.001 NIS V.IH1S 1.164 1.164 
.. ti u. 1.000 1.000 1.000 0.1598 1.179 1.179 
Zahlentafel Ila. 
£; < m “ 
0.5000 0.656256 » e !P?®) 0.656002 » Ef? 2%) 2.7414 > 96196 —- 0.513125 2.920915 - - 0.473367 
0.5573 0,73049 » e 1? 0,72754 - ei? 29171 3.13739 + 0.52293i | 3,10204 V.ATO2Hi 
0.6231 0.807209. e1? 0.0382» et? 3.1609 3.380809 1.3508 773.34197 -- 0.ATT39 7 
0.7074 V.I0B81 - et? V,89964 » Et) 3.3592 3.58117 --0.54385 1 3.553712 —4- 0.475891 
Tl 0.98203 - ei? 097720 - ei? 3.5389 3.716073 --0,55106 73.713053 + 0.472557 
0.8323 1.014292 - ei? 1.093754 - ei? 3.6666 ,S8834 W.DIDTS I 3.83955 -—1- 0.468921 
0,SS00 1.109474 - e!? 1.088853 - et? 3.7145 3.093621 V.D9T74T 3.088666 0.467197 
0.9187 1.13617 - e! ? 1.129851 - ei? 3.8805 1.10812 0.563207 4.05574 0.459307 
0,9495 1.16870 - 0! 1.16195 - e! 3.9855 420707 —- 0.566277 54.159301 V.ADBSB 1: 
0,9709 1.19102 - ei? 1.158398 » ei? 4.0433 1.264854 + 0.567995. 4.209784 0,45018 7 
1.5900 1.76095 —- 0,4124: 1.745285 -- 0.405369 7 1.1009 1.352242 + 056966 74.366932 —- 0,446 14 7 
1.7267 1.389675 —- 0.425117 1.87914 0.417055 1.1438 1.365330 -- 0.537087 54.530839 —+ 0.144280 i 
1.0459 211484 -- 0.450127 2.09412 —- 0.434957 1.2038 4.425288 -+- 0.572521 | 4,36722 -+- 0,45749 i 
2.1591 2.32721 V.46SS80 52.303485 —- 0,448 7WV 1 1.2243 1.38728 + 0.435381 
2,3508 2,51833 + 0.483777. 2,49188 + 0,45844 7 
2,5576 2.778551 -4- 0,50178i 2.748334 —+ 0,46845 I 
26 TT 
= 








für 


(dureheeführt 


0) zusammengestellt. 
Ausnahme derjenigen Strecken, 


der Zahlentafel Ile 


enthalten. 


Ila bis Ile 


Beremann. 
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Lösuneen bei 


Potentialströmungen 


Ztschr. 
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f. angew 





Zahlentafel 





au |; 





wurden die 


4 - -ın 
1.2243 1.38728 + 0.435338 i 5.1001 2.350174 —- 0,32796 ö 
1.2354 1.388236 —- 0.435261 5.1311 5.33594 V.I23T8; 
1.2324 1.393525 —+- 0.434487 2.1600 3.36796 + 0,31987i 
1.2425 1.405924 0,43336 i 5.1850 3.39579 031646 ö 
4.2557 1.418335 —- 0.431809 3.2064 »,41971 0.313583 
% Bm 1.4366? —+- 0.420983 i 5,2249 5.43937 + 0.3111? i 
1.290 1.457886 —- 0.427433 i 5.2399 5.45628 —- 0.309083 3 
1.3197 1.482533 — 0.424698 i 5.2499 5.47119 + 0.307683 
1.3474 1.510555 —- 0,42146 7 5.2556 D.ATTES —- 0.306884 i 
1.3780 1.534164 041791; 5.2576 5.48077 —+- 0.306495 i 
1.4112 L.STDD1 0.414047 3.2730 2.498493 —- 0,30440 7 
1.1467 4.651190 —- 0.400986 7 5.340 3.575839 — 0,29648 
1.4844 4,.65070 + 0.410540 i 5.385 2.652710 -- 0,29169 i 
1.5238 1.659143 —- 0.410067 i 2.445 2.69615 —- 0,28576 i 
1.5647 1.735390 0,3957 7 5.504 5.76406 — 0.280327 


1.6160 
1.6496 
1.6036 


m y—— 


“rd 
1.7817 
1.8252 
1.761 
1.9115 
1.0527 
1.9026 
2.0307 
5.0661 


worden. mit 
Der 


Gane der 


1.788353 
1.826938 
1.516464 
1.091123 
1.959791 
5.004276 
205873 
2.009647 
2.140094 
5.18420 


2.264539 


‘ +) 
‚389381 


5.607 


VB853Ti 2.713 
DT; 5.840 
0,3749? 5.087 
036939; 6.175 
1.363867 6,40 
0.397961 6.68 
0.392791 6.59 
0.347445 1.12 
0.34222i 1.39 
0.337210 7.65 
0.332501 


Rechnung 


ist aus 


Ergebnisse zusammengestellt °®) (vel. S. 121). 


2,88266 
6.000478 
6.15115 
6.32062 
6.393744 
6.79700 
7.12007 
1.36242 
1.6H2788 
1.9395: 

8.239685 


0.277156 
0.263327 
0,25442i 
0,24516i 
0.234648 
0.223607 
0,21154i 
0.203795 
0,19622 
0.188446 
0.182007 


In den 


Die Berechnung der letzteren ist durch Summenapproximation 
die die Punkte [= 0 
zu ersehen. 
Für die beiden Punkte £ 


und £ x 
Tafeln 


0 








und © x wie auch die Ablösungsstellen der beiden Strömungen Z=1 und 5,32, und 
auch für £ 4,32 (die dem Punkt 7" entspricht) wurden Reihenentwicklungen herangezogen. 
Jahlen- 
' 7 nn Y ” + \ 7 
2 e IE are(l IF'| are" F' \FTde 
1 
0.9709 2.640» 1.005? 1.03674 0.26179 1.191102. ei’ 
0.0167 1.3025. ei? 0.01721- ei? 
VONTO 2.6848 1.0308 1.029376 0.6179 1.20823 - ei? 
VLOONSY 1.018066. e!’ V.OOS4D- Ei? 
0.009509 2.7071 1.0131 1.013957 0.26179 1.21668- ei? 
VO 1L.OOGTS- ei? V,00413- ei? 
1.0000 2,7189 1.0000.1.00000 0.26179 1.17922 0.319597: 
0.0263 97016 0.247487 0.025552 VOOHBS; 
1.0263 2.7907 09191. 1.000090 0,22805 1.20474 —+- 0,32255 i 
0.0729 01.07749 V.21118 7 0.07126 0.015405 
1.0902 3.0017 0,7168 100000 .0,19750 1.27600 -+- 0.337775 


1.2122 
1.3921 


1.5000 


3.3610 


3.054 


1.0035 


0,1130 
— (1,4556 

0.1309 
0.1995 

1.2379 
0,1106 


‚IOOOO 


— 


— 


VOOOO 


0.1703> 


0.147695 


0,12091 


008314 
0 us7 15 ) 


0V,UOOIOO 


0.182877 0.111009 
0.158307 0.138510 


0,13386 2 .0.23576 


0.020665 


1 0.02215 


VOB18Di 


1.385709 + 


1.52519 


1.76095 


0,358417 


0.380556 7 


0.41241i 
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Man erhält für die Reihenentwicklungen die folgende Tabelle: 
Pe r* -\ !' m(>) Ma (#\ 
” e 72 = 
Wi; | ri | 
a8 > r =. 338 m ) .) | 
I 1,174e!? (e2-1) 2? Na, (ei 1)" 1,1544 e? (& 1) Na’ | 
Ta n n es n 
18 el? Na,” (e: 2718) > Bi (e- 2,718) ° e!? 3 y (e 2,718) ° 
V.METD IT (3) . ui 1384; (3) = 4,1116, 3) r 
39 e Na, (e 68.32)? ( 2 PB, (e — 68,32) ° ( &r, (e 68,32) ° 
1. AN n W184 8 (A n 0,1226 7 a „ 
101.19 e 2a, (e 191.19) ° 1,1544 e 28, (e 191.19) - 1.1544 e Iy (e 191.19)? 
- —_n e u zu ’ ‚6 an 
\ x Na”e ? 1.1544 N 8” e ? 1,1544 I . 
„ [7 „ 
wobei die Werte der Anfangskoeffizienten in der Zahlentafel III angegeben sind. 
\ 
Ü 
’ s-fbene 
St— > 
gr: 
| | r 
| 1 I 
reg er m mi ? > 
| | 
Zu: 
T e 
De 
z: 
f ’ 
USE. + BUE: PA IR MED. _ ARE N ERBE 
Zi -7 Oo 7 2 J 4 5 6 
Abh. 24. 
tafel Ile. 
h N ; . F* d 
>27) y |e' | Aare e' I \ ‚nu b m 
< u 
I 
0.9986 0.002710 1.000271 0.00000 1.183098 ei ? 2%) 
1.03258- ei? 0.017240! 
0.0994 0.001805 1.00181 0.OOOOO 1.200095 » ei3 
1.02004 ei? V.OOSAT-e!? 
0.0998 0.000900 1.010090 0.VOOOO 1.200929. ei? 
1.00724- ei ? 100413. ei 
1.0000 0,000000 1.010000 0,VOOOO 1.17198 0314027 
0.97047 —- 0.241227 0.025592 + 0.006347 
1.0013 0.002619 | 1,00000 0.00262 1.197009 -4- 0.320259 i 
0.97827 + 0.207325 | 0.07132 + 0.01511i 
1.0051 0.005245 | 1.080000 000524 1.26728 + 0.3351? i 
0.098432 0.176427 0.111253 01994, 
- 1.0116 - 0.007885 ö | 1.0000 VLOOTSS 1.37674 1,34 
0.988096 —- 0.148217 0,13836 —- 0.020737 
1.0208 0,010545 2 | 1,00000 0.01054 1.512900 + 0.375140 
0.992556 —- 0.121775 0.236133 —- 0.028978 
1.0400. — 0.013850 | 1.00000 0,01385 1,74528 + 0,40365 i 
, Y7T\ .- e> + 40 e 
26) 3 — 150 TE “ri 2 . 
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Die Breite der Strömuneen 


>" bzw. 8), ist für S>L,m (Zuflußbreite) gleich 
1,1987 3,7636 (für beide Strömungen gleich), für Z>LS,”’ die Abtlußbreite = 3,14159 
bzw. 1,1544 7 = 9,6226. 


Werden die Strömungen so normiert, daß die Zuflußgeschwindigekeit 
der beiden Strömungen eleich I ıst, d.h. Ihm FO) 1. 
Kahn 


so ıst die Abflußzeschwindiekeit von 
N eleich 1.1598, während die von 2, nur 1,055 ist (Unterschied 15,5 "/o) 
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03! 
0316 l 
AbIöSungsstele derötrömung 2 
03151 
(KEIL RA 


Ö 3 1 7 L + 4 4 
Punkt: wo beide Widerstandskonturen auseinander gehen 
VEIZA, 
116: 777 7175 718 
RAMEIEK a 


Abb. 26a. 


In den Abb. 24 und 25 ist der Streifen Z (in der Ebene) angegeben und das vermöge 
F,.(Ö) erhaltene Bild von Z in der r-Ebene, in der Abb. 26 das vermöre z(£) bzw. 
h. die Bilder der Strömungen I bzw. I,,) gezeichnet. In der 
Abb. 26a wurde diejenige Stelle, wo die beiden Widerstandskonturen nicht übereinstimmen, 
ım Verhältnis 800: 1 vergrößert aufgezeichnet. Der Kanal ist in den beiden Fällen der gleiche ®”) 


29) 


- 


2. (2) 


Herrn stud. phil. Gerhard Rommel bin ieh für die Hilfe bei der Durehführune der numerischen 


> i s : s a 
Rechnungen zu Dank verpflichtet. Zur Aufstellung der Zahlentafel Ie bemerke ich. daß nach (12.9): zm \Fu)d- 
aim) 
( 
gilt, wobei bei unserem Beispiele 4 (m) 1,016 zu setzen ist, da nach (6.20): Gy ( 2) I und somit q (m) Gm | +) 
pn \ 4) DE i 
1,016 gilt. In der Abb. 26 muß 


ty um 2,5 mm höher verlaufen, als gezeichnet ist. 


216 
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KLEINE MITTEILUNGEN 


Probleme der äußeren Ballistik nach 
neueren ausländischen Arbeiten ''). 


IDieFunktion des Luftwiderstandes. 


(Nach Garnier „Ualeul des Tables et Abaques de 
Tir*, Mem. de lArt. Fr. 1929 I.) 


Naeh neueren Untersuchungen von Darrieus? 
läßt sieh eine einheitliche Funktior des Luftwider 
standes verwenden, als deren Arzument das Ver 
hältnis 5 der Geschoßbzreschwindiekeit © zur 
Schallzesehwindiekeit 3 (bei der betrachteten 
Temperatur). als deren Faktor nur das Verhältnis 
des Luftdrucks in der Höhe „ zum Bodenluft 
druck (bei normaler Temperatur) auftritt. Anderer 
seits kann man im Anschluß an Dupuis®) ein Luft 
widerstandsgesetz der Form F=F, (b) — jFs (b) 
aufstellen. in dem sich F, auf Werte 5b ni a e 

x 


F, auf Werte 5 >1 bezieht. (Dupuis schreibt 
=! Wi -N)+g9W)P9, 


wobei für zroßbes A 


hi" DS) 
hı [ u . 1,2 
(-) \ e h?dı x) d 7» 
vr. 
4 
\ Was das 


für "<WmN, für ">VBmeL wird. 


\rzument 5b ze statt = betrifft, so läßt sich 


,. B. aus einer Arbeit von Langevin‘*) die Form 


in der /#, eine Konstante und © die absolute Tem 
peratur bezeichnet, und daraus, da ®B prop. \V @. 
die Beziehung 


ableiten. 


I. Die Berüeksiehtirzung von Regen 
und Nebel bei den Witterungs- 
einflüssen. 


Nach Garnier .Ualeul des Tables et Ab. de Tir“ 
a. 2. 0. und B. di Secondo. Riv. di Artigel. e. 
(enlo. 1928. S. 51. 


Der Kintluß von Rezen und Nebel auf «den nor 
malen Luftwiderstand 


| ’ 
It arrır kiv), 
4 


worin 1 das Gewieht von I cbm Luft. @. i und ® 

Kaliber. Formfaktor und Gescehwindirkeit des Ge- 

sehosses bezeichnen und A (r) in Siaceis Bezeich 
F(rv 


nung „ zu setzen ist. wird in einer Arbeit 
1° 


von Bianco di Secondo besprochen: er kommt zu 
dem Ergebnis, daß bei Vorhandensein flüssigen 


1) Ausführlicher Bericht in der .„Heeresteehnik* 1931, 
Heft 1 bis 3 

2) Mem. de VArt. Frane. 1922, S. 241: vel. auch Arh. 
v. Eberhard. Z. f. ange. M. und M. 1931, Heft 4. 

3) Mem. de V’Art. Frane. 1928, S. 613. 

4, \Mem. de l’Art. Frane. 1922, S. 253. 


Wassers in der Atmosphäre das normale Luft 
zewieht 4 in obizer Formel durch 


#4 41 
- :Ö 
i 4 k(v) 
zu ersetzen ist, wenn Ö das Gewicht in & der in 
I ebm Luft enthaltenen Tropfen angibt. PB. d. NS. 
nimmt vollkommen elastischen Aufprall der 
Tropfen an und rechnet nach Vie mit 

(1- eosy)-(3-+cosy) 8r-1 324-4 °) 

3 127?  3(4A-+-1)? 

worin 2y den Spitzenwinkel, r den Abrundungs 
radius und A die Höhe des Ogivals (in m) an 
ejbt. im Gegensatz zu Haag und Garnier, die bei 
Voraussetzung vollkommen unelastischen Auf 
schlags 4 1 setzen. Aus der scheinbaren Zu- 
nahme des Luftzewichtes folgt auch eine Ände- 
runz des Gesetzes der Abnahme der Luftdichte 
mit der Höhe, in dem für 


I,= A,e "#4 
jetzt 
In y I. e (h+dh)u 
mit 
Ah= In 10 
Y Iyr 4 


zu schreiben ist. 


Zur Bestimmung von Ö bei Nebel wird ein Nebel 
messer von Gamba empfohlen, bei welchem die 
Durehsichtirkeit der Luft durch die Zahl der Glas- 
scheiben bestimmt wird, die man in das Beobach 
tunzsrohr einschieben muß, um das beobachtete 
Kreuz zum Verschwinden zu bringen. Zur Be- 
stimmung von ö bei Regen dient ein Verfahren von 
('otton. das auf der Gleichung 


3 

ER 

6" 
(N == Zahl der in 1 sec auf 1 qm mit der Geschwin- 
diekeit = fallenden Tropfen vom Durchmesser D) 
beruht. Die Messungen ergaben für feinen Regen 
50,01 bis 0,09 e, für heftizen Platzregen 6 == 0,7 

bis 2.0 2 und für Nebel 6 =3 bis 5 ge. 


m) 


Die Untersuchungen Haags beruhen auf folgen- 
den Voraussetzungen: 


a) Die Tropfen sind (im gegebenen Augenblick 
und atmosphärischen Bereich) gleiehmäbig 
verteilt. 

b) Nur die vom Geschoß zetroffenen Tropfen 
werden berücksichtigt. 

e) Die Tropfen bleiben gewisse Zeit am Geschoß 
haften und die Bewezungeseröße bleibt, vom 
Zusammenstoß an. erhalten. 

Die Haagsche Betrachtunz der tangentiellen 
Regenstörung hat Garnier auf senkrechte Störung 
erweitert. Wenn das Gewicht in kz des Ge- 
schosses p», des getroffenen Tropfens p»,. die Ge- 
schwindiekeiten in m/see vor und nach dem Stoß 
bei tanzentieller Störune » und v, sind, so »folzt 
nach Voraussetzung e für y, <S<p: 


(PP) U =pev 
und 


= D 


5) Druckfehler in der Originalarbeit. 
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ir den gesamten Gescehwindirkeitsverlust wäh- 
end der Zeit dt ist, nach Voraussetzung Aa). P9ı 
iurch 


10 35 er vcdt 


‚ıı ersetzen, wenn Ö das Gewicht in & der in I ebm 
\,uft enthaltenen Tropfen vorstellt. Hieraus er 
hält man für die relative tangentielle Störung 


og k,/v\ 
og 0 100 / 
mit 
ta? 108 
k, 
dy » 
und 
 .H 
0 ; F(b). 
gHyo 


bezeichnet man ferner mit ve und »w, die Vertikal- 
vesehwindirkeit des Geschosses vor und nach dem 
Zusammenstoß und mit V die Fallgzeschwindigkeit 
der Tropfen, so gilt: 


pp) w=pw—- mV 
oder 
Ä ) ’ 
(w- w)=f(w -V). 
p 


Das Gewicht der in der Zeit dt getroffenen Tropfen 
beträgt do (rw + V) dt. woraus für die relative Ver- 
tikalstörunz folgt: 


Od i ER 
= +k,cost-10° (vsint—+- IV). 
Y { 
für esint > V. .—— für vsinr< V), 
mit 
nn Oy 10 9 
vo “ 
z 9 p 
worin o, die Fläche eines Meridianschnittes des 


(reschosses bezeichnet. Bei Berechnung der Gar- 
nierschen Differentialkoeffizienten, d. h. der durch 
bestimmte Einheitsstörungen hervorzerufenen 
04 
4 
abhängen, werden die Werte ö =1 e/chbm 


Änderungen der Fluzbahnelemente, die von 


00 


= 


und 
Oo 


und VY=4 


m/see. also 
a? 

k, - 0.8 
» 


und 


k. — 1,02 °° 
i ; 


zugrunde zelegt. 


Ill. Die 
(Nach 


Brennlänzre der Zünder. 
Garnier „C. d. T. e Ab. d. T.“ a. a. OÖ.) 


3jei den Zeitzündern (fusees chronometres) ist 
die Brennlänge durch die Flugzeit zegeben, bei 
den in Frankreich fast ausschließlich gebrauchten 
Pulverzündern (fusees pyrotechniques) von der 
Verbrennung einer bestimmten Länge des Zünd- 
satzes abhängige. Die Länge des Zündsatzes. die 


bis zu irzendeinem Punkte der 
brennt. ist zereben durch 


Flurbahn ab 


Pr 
L K- E77 
dt 


a 


wobei die Konstante A die Länge angibt, die einer 
Spreneungz im Augenblick #0, d. h. an der 
Mündung, entspräche. Sie wird bestimmt durch 
die Lage des Nullpunktes der ZL-Teilung, durch 
den Unterschied des Augenblieks der Entzündung 


vom Augenblicke ?=0 und dureh die Zeit der 

a dl 

Zündübertragung auf die Sprengladung. 74° 
( 


die Brenngzeschwindirkeit (des Pulvers. hängt von 
einer Anzahl von Variablen längs der Flurbahn ab. 
weshalb die isopyren Kurven von den isochronen 
verschieden sind. Garnier beschränkt sieh auf 


eine nähere Betrachtung der barillet-Zünder, mit 
denen während des Krieges bei Aufstellung der 


l"lJakschußtafeln zahlreiche Erfahrunzen zesammelt 
sind. Bei diesen Zündern windet sich der Pulver 
satz schraubenförmie um das „barillet*“ und wird 
vor dem Schuß an der gewünschten Stelle ange 
stochen: die Verbrennungszase entweichen direkt 
in die Atmosphäre. Die beiden zunächst zu be 
achtenden Variablen. von denen die Brenn 


veschwindigekeit des Pulvers abhängt, sind also 
äußerer Druck und äußere Temperatur. Für den 
barillet-Zünder muß der barometrische Luftdruck 


H um den dynamischen Druck infolge des Luft- 
widerstandes og vermehrt werden. Der Eintluß 
der Obertläche von Geschoß und Zünder, der 
Riehtunz der ausströmenden Gase und der Rota 
tionszeschwindiekeit des Geschosses auf den 
Druck. der sich dem Entweichen der Gase ent 
verenstellt. kann für dasselbe Geschoß als kon 
stant zelten- Wenn man auch die Werte der Erd 
beschleunigung g und des (als Einheit gewählten) 
normalen Bodenluftdrucks in diese Konstante B 
einbezieht. so zeht als wirksamer Druck in die 
Reehnung ein: 


AN H 


\ı) 2.2 B 0,5 
HN, 0 
die Brennzeschwindirkeit sei der + Potenz des 
Wirkdrucks und der »- Potenz der absoluten Tem 
Won u . 
(9,0 als Einheit gewählt) propor 
nv 


peratur 7 z 


tional. also 


dL 
(dt r 7 \ı) X ’ 


wobei 4A die Brennzesehwindirkeit bei normalem 
Bodenluftdruek und normaler Temperatur angibt. 


. sr y LE ’ I, s RK . 
Hieraus folgt für E’ ,. wenn E die 
dt A 
„reduzierte Flugzeit“ ist. 
IidL 
E’ Lumen ns .)ı) En 
A dt \) 7 


o und » können als physikalische Konstante be 
trachtet werden: auch A ist bei gleichem Zünder, 
wenn man von der Geschoßrotation absieht, von 


den Schußbedinzungen unabhängie; B ist eine 
spezifische Konstante. In der Praxis wird erst 


E’ = 3" y" bei bekanntem ® und » berechnet, wobei 
3 ( 
Hno 
von der Fluzbahnbereehnung her bekannten » er- 
mittelt wird. (Im Beispiel von Garnier sind ge- 
geben: = 057, r—=021, 41556 mm/see, 
B=0.058 K = 15.72 mm und Eu, 9.48 Sec.) 


D. Wehage. 248 


+Bo) aus rerrebenem H und B und dem 
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BUCHBESPRECHUNGEN 


(Die hier anzezeieten Bücher sind dureh die VDI-Buehhandlung Berlin NW 7, Ingenieurhaus, zu beziehen.) 


>r. In, ©. h. R. \W, POHL, Professor der Physik 
an der Universität Göttineen, Einführungin 
lie Mechanik und Akustik. 2. verb. Aufl, 
Verlag Julius Springer, Berlin 1931. VIII + 251 >. 
mit 440 Abb. Preis zeb, 15.80 M. 


Die erste \uflaee lieses Buches. die vor knapp 
‚wei Jahren erschienen war. ist hier schon be 


erüßt worden ') als ein entschiedener Fortschritt 
in «ler Behandlune der Mechanik dureh die 
Iıxperimentalphvsiker. Von der neuen Auflage 


ist nur zu saeen. daß sie. in Einzelheiten ergänzt 
ınd verbessert. alle Vorzüre der ersten mit 
stellenweise erhöhter Klarheit vereinigt. 

Mises. 260. 


Dr. LUDWIG PRANDTL, Professor an der Uni 
versität Göttineen und Direktor des Kaiser Wil 
helm-Instituts für Strömungsforschung, Abrib 
ler Strömunes lehr B. Verlae Frieilr, Vie 
wer & Sohn Akt.-Ges,, Braunschweie 1931. VI 
223 S, mit 221 Abb. Preis zeb. 15.40 M. 


Seit laneem schon war ‚er kurze .„Abrib der 
l,ehre von «der Flüssiekeits- und Gasbewee ung”. 
den Prandtl 1013 als Sonderdruck aus «dem 
„Hanmdwörterbuch der Naturwissenschaften” hatte 
erscheinen lassen. vergriffen und stark vermißbt. 
Jeder, der Interesse für Hvdromechanik besitzt, 
wind es aufs wärmste beerüßen. dab nunmehr in 
wesentlich erweiterter Gestalt, hervorzeeraneen aus 
einem Beitra® zu Müller-Pouillets „Handbuch der 
’hvsik“,. eine neue Zusammenfassung (der >Strö 
muneslehre von «lem »leiehen Verfasser vorliegt. 
Das neue Buch enthält trotz mäßieen Umfangs 
eine eewaltiee Fülle von Stoff. der aueh nieht in 
knapper. lexikalischer Weise. sondern in einer 
lebendigen. bequem eingänglichen Darstellungs 
[orm voreeführt wird. Der verhältnismäßig ge 
rinzee Umfang wird dadureh ermöglicht. daß lle 
weitläufieen Ableitungen der mathematischen For 
neln unterdrückt sind. Es handelt sieh in (der 
Hauptsache um eine Wiedergabe des Tat 
sachenbestandes der Hviılromechanik,. na 
türlieh unter zelerentlicher Verwendung von formel 
mäßieen Zusammenfassungeen,. vor allem auch von 
sehr lehrreiehen umd zweekmäßieen Abbillung®n. 
Das Buch beeinnt mit zwei einleitenden Ab 
sehnitten über die Grundseesetze (des Gleich 
eewjiehts und der Beweeune von Flüssiekeiten. 
\usführungen. in denen sieh schon «die Vorzüge der 
physikalisch anschauliehen und (demgemäß sehr 
eindrineliehen Lehrweise zeltend machen. Den 
Hauptteil bildet die Darstellung der eroßenteils in 
Göttingen unter Leitung des Verfassers zewon 
nenen Forscehunesereebnisse über (die mannie 


[altiesten Strömungsprobleme,. Über «die Tnurou 
lenz im Rohre. über «den Körperwiderstand in 


"lüssiekeiten. über «lie Theorie «der Trartlürel 
und Propeller wird, jedesmal unter weschickter 
\nuswahl des Wiehtiesten. der «den Ineenieur inter 
essierende Tatbestand miteeteilt. Ein letzter Ah 
schnitt behandelt in ausführlicher Weise ilie Gas 
vnamik. insbesondere «die Lehre von (den Stoß 
voreäneen in elastischen Flüssiekeiten. 
/Zweifellos wird (das neue Prandtlsche Werk Ver 
breitune uml Anklang in «den weitesten Kreisen 
timden und für die Förderung hydrodvnamischer 
\usbillune unter «den Ingenieuren «las Nützlicehste 
leisten. Der Theoretiker wird «die notwendige 
“reänzun®e in Hinsieht auf (lie mathematischen 
\bleituneen an amderen Stellen zu finden wissen. 
umal hierfür in letzter Zeit. z, B. «dureh lie 


1) Bd. X (1930), S. 419. 


deutsche Neubearbeitune von Lambs „Hvilro 
daynamik”, eine brauchbare Unterlage geschaifeı 
wurde. Mises. 260 


Dr. LUDWIG HOPF, Professor an «der Techn) 
nischen Hochschule Aachen. Die Relativj 
tätstheorie, 14. Band der Sammlung „Ve 
ständliche Wissenschaft“. Verlag Julius Springe: 
Berlin 1931. VII + 148 S. mit 30 Abb. Preis 
eeh, I.Ss0 M. 


„verständliche Wissenschaft” ist ein Begriff. 
der sicher nicht weniger relativ ist als die Be 
eriffe von Raum und Zeit in der im obigen Bueh 
dargestellten Disziplin. So muß man «davor war 
nen. in der vorliegenden Schrift nur eine der vie 
len Popularisierungen zu suchen. die dem an deı 
velativitätstheorie besonders stark erregten Sen 
sationsbedürfnis mancher Leserkreise entgegen 
kommen. An einigen Stellen scheint allerdings 
der Verfasser dieser Versuchung nieht ganz wider 
standen zu haben. mehr im ersten auf die spezi 
elle. als im zweiten auf die allezemeine R,Th. 
bezüglichen Teil. Aber im Ganzen prägt sich in 
der fesselnd geschriebenen Darstellung die rieh 
tive Erfahrunz des Verfassers aus. daß .Ver 
ständnis" hier „Überzeugung“ voraussetzt und da 
her ohne eine zewisse Gewöhnune an natur 
wissenschaftliches oder erkenntnistheoretisches 
Denken nieht gewonnen werden kann. Der Unter 
titel will besagen,. daß auf mathematische Hilfs 
mittel in nennenswertem Umfang verzichtet wirt, 
Wie weit das gelungen und überhaupt möglich 
ist. kann schließlieh nur ein Leser beurteilen. 
der in der Benutzung ‚dieser Hilfsmittel keine 
wesentliche Erleichterung sehen würde. Auf 
Kinzelheiten sei daher hier nicht eingerangen. 
nur erwähnt. dab die Darstellung von der New 
tonschen Mechanik ausgehend über das elektro 
maenetische Weltbild zu der Einsteinschen Theorie 
eelanet und bis zu den noch durchaus offenen 
kosmolorischen Fragen der allgemeinen R.Th. 
führt. 

Etwas voreiliz erscheint mir die an mehreren 
Stellen betonte Stellungnahme «des Verfassers zu 
dem Verhältnis zwischen Relativitäts- und Quan 
tentheorie. imdem er erstere als Abschluß einer 
„klassischen“, letztere als Beginn einer neuen 
Epoche in der Physik ansieht: vielmehr dürfte 
eine Synthese beider Grundanschauungen mehr 
der zukünftigen Entwieklung entsprechen. Ab 
vesehen von anderen Hinweisen und Bestrebun 
ven in dieser Riehtung scheint sich gerade jetzt 
in einer tiefereifenden Arbeit von ©. Lanezos 
(Ztsehr. 1. Phys. Bd. 73) ein überraschend ein 
[acher Wege zu öffnen. der die enge Verbindung 
von Elektrizität und Materie erfassen und (die all 
eemeine R. Th. auch als eine wesentliche Grunid 
lage der Atomphysik vermuten läßt. Ich wünsche. 
daß eine spätere Auflage dem Verfasser Gelegen 
heit eibt. seine Stellung zu diesem Punkte zu 
revidieren, F. Noether (Breslau). 262. 


Dr.-Ine. WILHELM CAUER, Siebschal 
tuneen. VDI-Verlage G. m. b. H.. Berlin NW7 
1931. 17 S. Text. 19 Abb.. 14 Tabellen u. 72 Taf. 

Die vorliegende Veröffentlichung. «die als ein 
vewisser Abschluß (der bisherigen theoretischen 
Arbeiten «des Verfassers gelten kann (vgl. seinen 
Bericht. ds. Ztschr. 10. S. 425), ist eine typische 
leistung der „angewandten Mathematik” auf 
einem von deren gewohnteren Pfaden etwas ab 
seits liegenden Gebiet. Die Siebschaltungen haben 
in der elektrischen Übertragungstechnik eine grobe 
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edeutunz gewonnen: ihre Theorie geht von zum 
ejl ziemlich abstrakten Gedanken aus: Die für 
ie  Durehlässigkeit. bzw. Sperrfähigkeit der 
chaltung charakteristischen Größen sind Funk- 
onen der Frequenz 4. die im Idealfall je in einem 
orgeschriebenen Intervall konstant, im übrigen 
weliebie sein sollen. Solche Funktionen können 


Iurch komplexe Integrale (mit Verzweigungs 
schnitten und Residuen, vel. I. e. 8. 432) darge 
stellt und «dann durch Summen von rationalen 


"unktionen angenähert werden, 
eneeren’ Fall der Siebketten auch Annäherung 
lureh Kettenbrüche in Betracht kommt. Die 
ranze Aufgabe zerfällt nun in 2 wesentliche Teile: 
x) Annäherung der Funktion durch eine rationale 
von möglichst geringem Grade, wodurch eine Be 
rührung mit gewissen Problemen von Tscheby- 
scheff gegeben ist. b) Realisierung dieser ratio 
nalen Funktion als Reaktanz von Schaltungen 
elektrischer Kreise, wobei «die Mannigfaltiekeit 
ler Lösungen noch die wirtschaftliche Frage 
nach der Mindestzahl der erforderlichen Sehalt- 


wobei für «len 


elemente stellen läßt. Das mit großer Sorgfalt 
auseeführte Tabellen- und Kurvenmaterial läßt 
nun für alle bisher interessierenden Fälle «lie 


\ntwort auf systematischem Wege finden. und 
hat. wie die gerechneten Beispiele zeigen, bereits 
„u Verbesserung und Erweiterung der Siebschal 
tunesmöglichkeiten zeführt. 

Es liegt in der Natur der Sache, daß die Hand- 


habunge «der Tafeln eine über «las normale Maß 
elektrotechnischer Ausbildung weit hinaus- 
vehende spezielle Einarbeitung erfordert. Aber 


es Ist zu erwarten. daß nach Überwindung dieser 
Schwierigkeit die von theoretischen Gedanken 
ausgehende Leistung des Werkes auch in der 
’raxis volle Anerkennung finden wird. 


F. Noether (Breslau). 262. 

E. J. BERG, Rechnung mit Operatoren 
nach Oliver Heaviside,. Ihre Anwendung in Tech 
nik und Physik. Deutsche Bearbeitung von Dr.- 


Ing. Otto Gramisch und Dipl.-Ing. Hans 
Tropper. Verlag von R, Oldenbourg. Mün- 
chen u. Berlin 1932. X 188 S. Preis 12 M. 


Nachdem erst kürzlich ein gutes Buch über (die 
Heavisidesche Operatorenreehnung in «deutscher 
Bearbeitung erschienen ist (vgl. ds. Ztschr. 9, 
S, 344). das aber trotzdem nieht in der Lage war, 
alle Mängel der Methode so weit zu beseitigen. daß 
sie in erößberem Umfang anwendbar wird. ist es 
nieht recht erfindlich. welchem Zwecke die vor- 
lierende deutsche Bearbeitung eines anderen eng- 
lischen Buches über den nämlichen Gegenstand 
(dienen soll. Hier wird nieht einmal der Versuch 
vemacht, den Sinn der Methode verständlich zu 
machen: es bleibt nur eine Aneinanderreihung von 
Kinzelanwendungen, ohne daß der Leser ein Mittel 
erfährt. um die Riehtiekeit der Resultate nachzu- 
prüfen. Von dem Standpunkt aus. daß die mathe- 
matische Behandlung technischer Aufgaben Klar- 
heit. nicht Mystik fördern soll. kann gegen eine 
solehe Darstellungsweise nicht scharf genug prote 
stiert werden. Von Interesse sind einige am An 
fang und Ende «des Buches wegebene biorra- 
phische Skizzen über ©. Heaviside. 

F. Noether (Breslau). 262. 

Dr.-Ing. M. LIWSCHITZ, Oberingenieur «der 
Siemens-Schuckert-Werke Berlin. Die elektri- 
schen Maschinen. Bd. I: Alleemeine Grunid- 
lagen. 2, erw. u. verb. Aufl, Verlag B. G. Teub- 
ner, Leipzig-Berlin 1931. X + 381 S. mit 374 Abb. 
im Text. Preis geb. 18 M. 

Das in elektroteehnischen Kreisen wohlbekannte 
l‚ehrbuch erscheint hier in 2. erweiterter Auflage. 


Die Niehtelektrotechniker. speziell Maschinen 
ineenieure und Physiker, werden es dankbar be 
erüßen,. daß nunmehr dieser 1. Band für sie als 
abzeschlossenes Ganzes gelten kann dureh Hin 
zunahme einiger Entwieklungen aus dem früheren 
2. und 3. Band. Es gehört nun in der Tat nur 
einige Kenntnis der Sprech- und Denkweise der 
Elektrotechniker dazu, um aus dem Buch einen 
umfassenden Einblick in «den jetzigen Stand «der 
Klektromaschinentechnik gewinnen zu können. 
F, Noether (Breslau). 262. 
Dr.-Ine. JOHANNES FISCHER, Technische 
Hochschule Karlruhe. Theorie derthermi 
schen Meßgzeräte derEKElektroteehnik. 
Grundlagen zu ihrer Berechnung. Ferdinand Enke 
Verlag, Stuttgart 1931. XI + 147 8. mit 30 Abb, 
Preis zeb. 14.50 M. 


ls handelt sich um eine sehr vollständige Dar 
stellung «der physikalisch-teehnischen Fragen, «die 
bei «den gestellten Problemen eine Rolle spielen. 
Die mathematische Behandlung ist durchweg 
räumlich eindimensional durehgeführt. als Wärme 
leitungesaufeabe in einem Stab unter Berücksiehti 
eune der Jouleschen Wärme. Die Abhängigkeit 
der Materialkonstanten: Wärmeleitfähigrkeit. Uber 
eaneszahlen. Ohmscher Widerstand von der Tem 
peratur wird «durch eine sukzessive Reihe von 

Näherungen berücksichtigt. 
F, Noether (Breslau). 262. 


BERNHARD HAURWITZ, Zur Theorie der 
Wellenbewegerungenin Luft und Was 
ser. Aus den Veröffentlichungen «es Geophysikali 
schen Instituts der Universität Leipzig. Heraus 
gegeben von L. Weiekmann. 2. Spezial 
arbeiten aus «dem Institut. 


Geophysikalischen 
Bd. V, Heft 1. 106 S, mit 5 Fig. und 14 Tabellen. 
Leipzig 1931. 


Serie: 


Im Anschluß an Arbeiten von Lord Rayleigh. 
H. Lamb, V. Bjerknes. H. Solberg u. a., (die meist 
nur Wellenbewegungen in einer einzigen Flüssig 
keitsschieht behandeln, untersucht der  Verf.. 
welche Wellen an den inneren Schiehtgrenzen einer 
kompressiblen und inkrompressiblen Flüssigkeit 
mörlich sind. wenn die Dichte sich unstetig mit 
der Höhe ändert. Das Hauptziel der Arbeit ist 
nicht die Erklärung einer bestimmten Erschei 
nung, sondern «die Gewinnung eines Überblick s 
darüber, welchen Einfluß eine vertikale Diehtever 
teilung und eine mit der Höhe sich ämdernmde 
Strömungsgeeschwindigekeit des Mediums »auf die 
bekannten Resultate über die Wellenbewegung hat. 

Das gegebene analytische Hilfsmittel sind die 
von Bjerknes 1916 aufgestellten und 1926 dureh 
Berücksichtigung der Erdrotation erweiterten 
Differentialgeleichungen für die Wellenbewegung 
in einer kompressiblen schweren Flüssigkeit. Es 
wird eine zweidimensionale Bewerunge in einer 
vertikalen Ebene angenommen. so dab vom Dreh 
vektor «der Erdrotation nur die horizontale Kom 
ponente berücksichtigt wird und die Ergebnisse 
deshalb nieht ohne weiteres auf das Zyklonen 
problem anwendbar sind. Der Grundzustand wird 
dahin spezialisiert. daß die Diehte umd «die längs 
der x-Achse verlaufende  beschleunigzungsfreie 
Grundströmung nur von «der Höhe 2 abhängen. 
Damit die Koeffizienten der für die Störungsampli 
tuden sich ergebenden Differentialgleichungen 
konstant sind. werden die beiden folgenden spezi 
ellen Fälle behandelt: 


I. konstante Grundströmung und mit der Höhe 
exponentiell abnehmende Dichte: 


II. konstante Dichte und mit der Höhe linear sich 
ändernde Grundströmung, 
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Gesellschaft für angewandte Mathematik u. Mechanik. kannte Statiker A. Ostenfeld, Prof. an «len 


5 Iniversitä 4 \ ap 
Ortseruppe Berlin. Universität Kopenhagen, 


a I hielt Br Priv.-Doz. Hr. Dr.-Ing. K. Thalau. Privatdozent an der 
Fechnisehen Hochschule Charlottenbure. wurde 


Dr. P. Nemenvi tbBerlin einen Vortra®e über | 
zum n. b. a. 0. Professor ernannt. 


„Stromlinien umd Spannungstrajektorien”., 


Hr. Dr. Stefan Beremann ist an (der Univer 


Persönliches. men SReR en E 
sität Berlin als Privatdozent für reine und ange 


Nachträglich sind zwei Todesfälle von Mitglie wandte Mathematik zugelassen worden. 
lern der Gesellschaft für aneewandte Mathematik | 
vmd Mechanik zu unserer Kenntnis gelangt. Im Hr. Dr.-Ing. E. Sörensen,. bisher Bremen 
\urust 1931 starb Hr. Dr. A. Schiebel,. o. Prof. Bure. ist zum o. Professor für Strömungesmaschinen 
les Maschinenbaues an der Deutschen Technischen an der Teehnisehen Hochschule Dresden ernannt 
Hochschule in Prag: am 21. September 1931 der be worden, 


ZUSCHRIFTEN AN DEN HERAUSGEBER | 


In Ihrer werten Zeitsehrift (Band 11. Heft 5. Nach der Substitution von (3) haben wir: 
vom Oktober 1931) ist eine sehr wertvolle Ab- 
handlunz von Prof. Hovzaard erschienen. in welcher 
er die Spannungen in Schweibnähten behandelt. dx‘ 
Wir haben bemerkt. daß man dasselbe Resultat 


d? g- 
£ m" =VU . . 2. 2 8 8 8 ech), 


E . ) 
etwas einfacher auf foleende Art erhalten kann. r 
. . . { = { 
Die Voraussetzunzeen der Annahme und die Be- .s al. I) 
zeiehnungzen bleiben dieselben wie in Prof. Hov daEu 


enard’s Abhandlung. Wir nehmen den Querschnitt. 
weleher um .r von dem Koordinatenanfanze absteht. 


[TTT|— -.[ 


Das allgemeine Inteeral von (4) lautet: 


Qgx=D,chme +D,chm(L—r) . . 0). 





AN25371 — Dann ist 
; | 
ul / a. / 
(EL (/ x 
en D, mshmr  D,mshm(L— r). 
dx . 


\us der Gleiehgewiehtsbedineune des linken 


\bsehnittes folgt. dab Für die Bestimmung der Konstanten haben wir 
aus (2) 
I E dl! Ex ©: fe sr ls r i Pı 
dx)x=0 Eu dz)/x=1 Eu 


Infolge der relativen Verschiebung ug, haben wir: 
Zum Schluß erhalten wir: 


)\ 


: ld. 
u IN (2 


Pre =Pxı —E 


d.r A j p, chmr —+ ps ch m (L — ır) 
U4x° E A } ] (6), 
\ndererseits erhalten wir aus der Gleiecheewichts mEushmL 
beidingung des Elementes der unteren Platte: woraus 
d pri P u Pr pschmL a; Ps + p,chmL 
{ Ile } . ” 4 v . 
a > nun» RI ENTE " _mEushmL mEushmL 
Wir setzen den Wert von px, in die Gl. (1) ein A. Loeksehin. 25 


und differenzieren nach .r, was ereibt: 
Herr W.Hovgaard, dem die Zuscehrift vorgelegen hat, 


| dp RT anerkennt gerne, daß die Lösung von Herrn Locksehin für 
Pxı ’ IA 2 o. Rn DR nn 
, Eu —: (, das Problem der überlappten Naht kirzer und eleganteı 

dl (td 0 x° ist als die seine. 








Einbanddecken für den Jahrgang 1931. 


Erst dureh das Einbinden wird der beendete Jahrgang zu einem handlichen und übersichtlichen 
Nachschlagewerk. so daß man seinen Inhalt jederzeit bequem auswerten kann. Wir haben deshalb auch 
für den Jahrgang 1931 der Zeitschrift für angewandte Mathematik und Mechanik wieder Einbanddecken 
herstellen lassen, die zum Preise von 2.25 RM (für VDI-Mitglieder 2..- RM) durch jede Buchhandlung 
bezogen werden können. VDI-Verlag G. m. b. H., Berlin NW 7. 
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